ROZDZIAL 1 STATYKA
Wybor i opracowanie - Maria Gazda

1.1.

Wypadkowa trzech sit dziatajacych na punkt O jest rowna zeru. Wyznacz warto$¢ i kierunek
sity F7;, jezeli dziataja nan rowniez sily: pozioma skierowana w prawo F; = 300 N i pionowa
skierowana w dot, F, =200 N.

1.2.

Wyznacz wypadkowa sit dziatajacych na punkt O, znajac ich warto$ci oraz katy, jakie tworza
z dodatnim kierunkiem osi x:

(a) Fi=60N, o;=60° F,=100 N, o, =30° F;=20N, a3 =135° F/~=40 N, a, = 0°;

(b) F=50N, a;=90°% F>=110 N, a, =270° F3;= 60 N, as = 180°; F;= 84.85 N, o4 =
45°;

1.3.

Karmnik dla ptakéw zawieszono na dwoch drutach rownej dtugosci tworzacych z poziomem
kat a. Druty potaczone sa z trzecim, ktory przymocowany jest do gatezi. Karmnik razem z
ptakiem ma ci¢zar Q. Oblicz naprezenie we wszystkich trzech drutach, jesli wszystkie maja
Srednicg d.

1.4.

Dwa ciata o masach m 1 M zawieszono na linie w taki sposob, jak pokazano na rysunku.
Znajac mas¢ M oraz katy a i § oblicz jaka powinna by¢ masa m aby rysunek ten rzeczywiscie
pokazywal potozenie rownowagi uktadu.




1.5.
Lina o dlugosci L lezy na stole czgSciowo zwisajac. Przy jakiej dlugosci y zwisajacego
odcinka, lina nie zeslizgnie sig ze stohu, jesli wspotczynnik tarcia liny o stét wynosi p?

1.6.

Na koncach lekkiej linki przeciagnigtej przez dwa bloki wisza dwa jednakowe odwazniki o
masach m kazdy. Po zawieszeniu trzeciego odwaznika o tej samej masie m w $Srodkowej
czesci linki, odwaznik ten opusci si¢ 1 zatrzyma w stanie rownowagi, gdy linki utworza kat o.
Oblicz ten kat.

1.7.
Lamp¢ o masie m=2kg zawieszono na dwodch drutach

tworzacych z poziomem katy a=30° i B=45°. Wyznacz sity
napr¢zajace druty.

1.8.
Niewazki pret AB o dlugosci L, potaczony przegubem B z pionowym masztem, utrzymywany
jest w potozeniu poziomym za pomoca liny AC (tez niewazkiej i nierozciagliwej) tworzacej z
masztem kat a. Wyznacz sity napinajace ling AC i pr¢t AB, jezeli w punkcie A zawieszono
ciato o cigzarze G. Jaki bedzie wynik, jesli pret AB bedzie miat cigzar 07

C

G

1.9.
Wyznacz sily w linie i precie z zadania 1.8., jesli cigzar G, zostat polozony na precie AB w
odlegtosci s od punktu B. Znajdz zaleznos$¢ tych sit od s. Dtugos$¢ preta AB wynosi L.



1.10.
Zytke o dhugosci L rozwieszono
migdzy dwoma drzewami

odleglymi od siebie o d. Drzewa
byly réznej wysokosci, przez co
jeden koniec zytki (A)
zamocowano o odcinek b nizej niz
drugi koniec (B). Odleglosci b 1 d
sa dane. Na zylke nanizano
niewazki krazek C, do ktoérego
przymocowano latarni¢ o cigzarze
Q. Znajdz silg napinajaca zytke. W
ktérym miejscu nalezy ustawi¢ stot
(okresl odlegtos¢ srodka stotu od
drzewa A), tak aby znajdowat si¢
on doktadnie pod miejscem, w
ktérym zawisnie latarnia?

1.11.

Dwa arbuzy o promieniach R i r oraz cigzarach O i G
umieszczono w wiadrze o $rednicy D. Wyznacz sily
dziatajace na arbuzy w punktach, w ktérych stykaja si¢ one z
wiadrem oraz wzajemnie ze soba. Zatdz, ze arbuzy sa
idealnymi kulami, a wiadro walcem. Ktory arbuz jest

bardziej narazony na uszkodzenie?

1.12.

f
Y

Znajdz minimalng i maksymalna warto§¢ masy m, aby uktad pokazany na rysunku pozostawat
nieruchomy. Réwnia o kacie nachylenia do poziomu o przymocowana jest do podioza.
Wspotczynnik tarcia ciata o masie M znajdujacego si¢ na rOwni o jej powierzchni¢ wynosi L.

M




1.13.
Dwa identyczne ciata potaczone sa lekka linka przerzucona przez niewazki krazek na

szczycie klina o katach nachylenia do poziomu o i (. Jaki warunek powinny spetniaé
wspotczynniki tarcia p; 1 1, ciat o powierzchnig klina aby byly one w rownowadze? Klin nie
moze si¢ poruszac.

1.14.
Jaka warto$¢ moze mie¢ sita F' aby cialo o masie M, znajdujace si¢ na réwni pochylej

nachylonej pod katem a do poziomu pozostawato w spoczynku? Wspodtczynnik tarcia ciala o
powierzchni¢ rOwni wynosi 1. Réwnia jest przytwierdzona do podtoza.

M

1.15%.
Oblicz, w jakich granicach moze zmienia¢ si¢ pozioma sila F, aby uktad na rysunku

pozostawal w rownowadze. Masa ciata na réwni wynosi M, cigzar rowni O, wspotczynniki
tarcia ciata o powierzchnig rowni i réwni o podtoze sa réwne odpowiednio i i Ho.




1.16.

Jednorodna kula o cigzarze W 1 promieniu R wisi na sznurku
zaczepionym na gladkiej Scianie, w odlegtosci L ponad srodkiem — ——
kuli, jak na rysunku. Oblicz sit¢ naciagu sznurka i sil¢ wywierangna _j
kulg przez $Sciang. . b W R

1.17.

Konice dwoéch bardzo lekkich pretow wygietych w
ksztatcie ¢wiartki kola potaczono przegubowo ze
soba oraz z podlozem. W miejscu polaczenia pretow
zawieszono cigzar Q. Oblicz sily, z jakimi podioze
dziala na prety.

1.18.

Gtadki, jednorodny pret o masie M i dlugosci L wstawiono do otworu o przekroju prostokata
o szerokosci d (rysunek). Wyznacz potozenie rownowagi oraz sity reakcji podtoza w
polozeniu réwnowagi. Zaniedbaj tarcie.

M, L




1.19.

Drabina o dtugo$ci L=20 m i masie m=30 kg opiera si¢
o idealnie gladka $ciang. Srodek cigzkosci drabiny
znajduje si¢ w potowie jej wysokosci.

(a) Korzystajac z twierdzenia o trzech sitach znajdz
graniczne potozenie rownowagi oraz sity, z jakimi na
uktad w takim polozeniu dziala $ciana i podtoga,
przyjmujac, ze $ciana jest idealnie gladka, a podtoga
nie. Wspolczynnik tarcia drabiny o podtoge 1=0,4.

(b)  Powtérz obliczenia korzystajac z warunkow
réwnowagi wyrazonych za pomoca sit i momentow sit.

1.20.
Drabina o dlugosci L=20 m 1 masie m=30 kg

opiera si¢ o §ciang na wysokosci H=16 m. Srodek
cigzko$ci drabiny przypada w 5 jej wysokosci.
Czlowiek o cigzarze M= 60 kg wszedt do potowy
wysokos$ci drabiny. Znalez¢ sity, z jakimi uktad
dziata na $ciang i podloge, przyjmujac, ze $ciana
jest idealnie gtadka, a podtoga nie.

H=16 m

1.21.

Jak wysoko moze wejs¢ na drabing czlowiek z
zadania 1.20. zanim drabina zacznie si¢
zeslizgiwad, jesli wspdtczynnik tarcia drabiny o
podioge 1=0,4?




1.22.

Na rurke o cigzarze G 1 promieniu 7 nawinigto nitk¢ i ustawiono na réwni nachylonej do
poziomu pod katem «a, jak pokazano na rysunku. Wspotczynnik tarcia migdzy rurka a
powierzchnia rowni wynosi p. Korzystajac z (a) warunkdéw zerowania si¢ wypadkowej sity i
wypadkowego momentu sity oraz (b) twierdzenia o trzech sitach wyznacz maksymalna
warto$¢ kata a, przy ktorym uklad jest jeszcze w rOwnowadze.

1.23.

Niewazki pret o dlugosci L = 3m moze obracaé si¢ wokot osi poziomej znajdujacej sig w '3
swojej dhugosci. Masz do dyspozycji trzy jednakowe cigzarki o masach m = 0,1kg,
zaopatrzone w haczyki, tak ze mozna je wieszac na precie. Zaproponuj taki sposob (sposoby)
zawieszenia ci¢zarkOw aby pret byt w rdwnowadze w potozeniu poziomym.

1.24.

Jaka minimalna ilo$¢ cigzarkéw bedzie potrzebna aby zapewni¢ roéwnowage prgta z
poprzedniego zadania oraz jak nalezy je zawiesi¢, jesli pret jest jednorodny a jego masa
wynosi M = 1 kg? Zat6z, ze wieszamy je tylko na koncach preta.



1.25.
Jednorodny pret o dtugosci L 1 cigzarze P polaczony jest przegubowo z podtozem w punkcie
A 1 podparty w punkcie B. Wyznacz sity reakcji podloza, jezeli na pret dziata dodatkowo sita

F przylozona pod katem o w punkcie C odleglym od konca B preta o lL , gdzie n jest liczba
n

naturalna. Przedyskutuj zalezno$¢ sity od n.

1.26.
Sity F1=200N, F>,=150N i F3=50N dzialaja na lekki element konstrukcji przedstawiony na

rysunku. Aby element ten byl w rownowadze, musimy przytozy¢ site ' w punkcie B. Majac
dane odleglo$ci a, b, ¢ 1 d wyznacz warto$¢ i1 kierunek sity F oraz potozenie punktu B (tzn.

odlegtos¢ e).

1.27.
Skrzynia o ksztalcie szeScianu o krawedzi a=1,5m zawiera element urzadzenia o masie

M=1450kg, taki ze $rodek cigzkosci skrzyni wraz z zawartoscia znajduje si¢ na wysokosci
h=1m powyzej dna skrzyni. Masa skrzyni m=50kg. Wspotczynnik tarcia skrzyni o drewniane
podtoze wynosi 4=0,3. Jaka minimalng sita nalezy pcha¢ skrzynig aby ja przesuna¢? Na jakiej
maksymalnej wysoko$ci mozna przytozyc¢ t¢ silg, aby nie przewrdci¢ skrzyni?



1.28.

Poniewaz sita potrzebna do pchania skrzyni z poprzedniego zadania okazata si¢ zbyt duza,
postanowiono wigc zbudowaé drewniang pochylni¢ aby skrzyni¢ po niej zsunaé. Jaki
maksymalny kat moze tworzy¢ z poziomem powierzchnia pochylni, aby skrzynia si¢ zsungla,
ale nie przewrdcita?

1.29.

Jeszcze jedna skrzynig¢ o cigzarze Q trzeba wciagna¢ po pochylni na pewna wysokos¢.
Zastosowano wciagarke zbudowana z uktadu lekkich krazkow, jak pokazano na rysunku.
Promienie krazkoéw sa znane, a skrzynia ma $rodek cigzkosci w polowie wysokosci. Jaka
minimalna sitg F nalezy przylozy¢, jezeli wspotczynnik tarcia skrzyni o pochylni¢ wynosi u?

1.30.

Jednorodna belka AB o cigzarze G = 500N 1 dtugosci L=5m, potaczona jest przegubowo w
punkcie B z podtozem. Belka ma by¢ utrzymywana polozeniu poziomym za pomoca liny
przywiazanej do konca A, przetozonej przez blok C i ciagnigtej przez cztowieka, stojacego na
tej belce w punkcie D. Kat a=60° Czy cztowiek ten bedzie w stanie ciagnac za ling utrzymac
belke w rownowadze, jezeli ma on mas¢ m=81,5 kg? Jezeli tak, to jakie sity wywierane sa na
belke przez podloze w stanie rownowagi?




1.31.
Na kratownice pokazang na rysunku, zbudowana z niewazkich pretow o jednakowej dlugosci

a dziala pozioma sita F. Kratownica jest potaczona przegubowo w punkcie A, natomiast w
punkcie E jest podparta. Wyznacz sily reakcji podloza oraz sity dziatajace we wszystkich

pretach.

F BT "ID

1.32.
Oblicz sily w pretach kratownicy na rysunku. Sila F' dziala wzdluz kierunku preta 4.

Wszystkie prety oprocz 4 1 6 maja jednakowa dlugos¢. Prety sa niewazkie.

E




1.33.
Znajdz srodki cigzkosci przedmiotéw pokazanych na rysunkach:

&

Y
T
i
L, L X
(b)
y ¢
20 cm | 30 cm
|
E
&)
[Fp]
(o]
X (d)

1.34.*
Woycigte z blachy potkole wisi swobodnie na nitce przymocowanej do jednego z naroznikow.
O jaki kat krawedz pétkola jest odchylona od pionu?



1.35.*%
Zaprojektowano budowe 50-cio pigtrowego wiezowca. Bedzie on miat wysokos$¢ H = 200 m,
a podstawa ma by¢ prostokatem o wymiarach 70 m 1 40 m. Jego catkowita masa bedzie okoto
1,5%10" kg. Czy budynek ten bedzie stabilny podczas wiatru wiejacego prostopadle do
bocznej Sciany wiezowca ze S$rednia predkoscia okoto 170 km/h? Zaléz, ze wraz z
wysokoscia ci$nienie wywierane przez wiatr roénie liniowo od $rednio 1100 N/m* do 1400
N/m? odpowiednio u podstawy i na szczycie budynku. Zadanie rozwiaz dwoma sposobami:
(a) Zamiast rozwaza¢ sil¢ zmienng wraz z wysoko$cia, potraktuj sil¢ wywierana przez
wiatr jako ztozenie dwoch sit: sity Fy przytozonej w srodku szerokosci $ciany bocznej
wiezowca, w polowie jego wysokosci, oraz sity F,; przylozonej rowniez w polowie
szeroko$ci $ciany, ale na wysokosci odpowiadajacej potozeniu srodka cigzkos$ci trojkata. Flyy
odpowiada cinieniu 1100 N/m?, natomiast F,,; - skladowej ci$nienia zmieniajacej si¢ od zera
na poziomie podtoza do 300 N/m* na szczycie budynku.
(b)  Wyznacz bezposrednio moment sity wiatru za pomoca odpowiedniej calki.
Uwaga: Budynek jest stabilny wtedy, gdy moment sity wiatru jest rOwnowazony przez

moment sity cigzko$ci.

40 m

200 m




1.36.
Oblicz warto$¢ sity, ktéra musi dziataé migsien

.. . . g miesien
ramienia, gdy w dioni trzymamy przedmiot o masie | ,&e
M = 5kg:
(a) w przypadku gdy reka jest zgieta pod katem 90° -
sunek 0 g
(rysunek) 209 .' |
(b) w przypadku gdy reka jest zgieta pod katem 135° T'\
(przypadku b nie pokazano na rysunku). 5 cm —«‘ | $rodek ciezkosci
| przedramienia wraz
Zatoz, ze punkt przylozenia sily migsnia jest 15cm | zdionia
oddalony od stawu o 5 cm oraz , ze masa
przedramienia razem z dlonia wynosi m = 2 kg,
srodek masy znajduje si¢ w punkcie pokazanym na skl
rysunku. |
1.37.

Rozwaz posta¢ cztowieka o cigzarze W=600 N. Czlowiek ten pochyla si¢ pod katem o w
zakresie od 30° do 45°. Oszacuj sile, ktora dziala na piaty krag krzyzowy kregostupa,
przyjmujac uproszczony obraz krggostupa oraz wymiary czlowieka takie, jak na rysunku.
Zal6z, ze sila migsni prostujacych jest przytozona w tym samym punkcie, co ci¢zar rak i jest
skierowana pod katem 12° do linii kregostupa pokazanej na rysunku (jest to spowodowane
tym, ze krggostup w rzeczywisto$ci nie jest linig prosta i sita mig$ni nie dziala rownolegle do
linii krggostupa pokazanej na rysunku). Jaka sita bgdzie dziatata na badany krag kregostupa,
jezeli cztowiek bedzie dodatkowo trzymal w rekach przedmiot o masie 20 kg?

W, - cigzar gtowy, W, - ciezar rak, W3 - cigzar tutowia;

migsnie prostujace /




ROZWIAZANIA

1.1.R

Wektorowa suma wszystkich sit dziatajacych na
punkt O musi by¢ réwna zeru. Zatem sila F3 musi
by¢ réwna i przeciwnie skierowana do
wypadkowej sit F; 1 Fo.  Warto$¢ sity Fs wynosi:
F)=1F? +F} =-[130000N* ~360N .

Kierunek wyznacza kat 3:

F
tga =1 =15 =a +90°
go = p

2

R
12R (a) F_ —(602+1002—202+4OJN—142,5N

E, :(60f+100;+20f+0jN =116,IN

(b)  Wypadkowa sita = 0.

1.3.R
Sita naciagu gtéwnego drutu, N, jest rowna N
cigzarowi karmnika i ptaka: N = Q. Sila ta rozktada
si¢ na dwa druty nachylone pod katem o do N
poziomu, przymocowane do dachu karmnika:
N=0Q=2N,sino. . Naprgzenie we wszystkich
trzech drutach wynosi zatem:

w drucie glownym: o = ;

w drutach pozostatych:
0 _ 20
2 .- :
(2sina)(nid2) md”sina

G, =

Warto zauwazy¢, ze w przypadku gdy kat a = 30°, to naprg¢zenie we wszystkich trzech
4Q
nd’

drutach jest jednakowe, rowne G = c, = W przypadku, gdy a > 30°, woéwczas

0, < O, natomiast G, > G gdy o <30".



14.R

Z tre$ci zadania wynika, ze linia AB jest pozioma. Przyjmujemy uktad wspotrzednych jak na

rysunku. W réwnowadze wszystkie sily rownowaza si¢. Rozwazymy punkty A i B
oddzielnie.

A X: =S, +S,=0

Y: S, -mg=0 Y: S,,-Mg=0
Po przeksztatceniu otrzymujemy:
S, sina =S,

S,sinf} =S,
S, cosa =mg
S,cosP =Mg



1.6. R

Wypadkowa sita dziatajaca na kazdy odwaznik musi by¢ rowna zeru. Zatem: mg =N, oraz,

mg =2N cos%gdzie N jest sifa naciagu linki, taka sama w kazdym jej miejscu. Zatem

cosg:lia =120°.
2 2

odwazniki 112 odwaznik 3
(zewnetrzne) (Srodkowy)
A A
a2
N N N
[ ]

mg mg
1.7R
Sity dziatajace odpowiednio na drut nachylony pod katem o 1 B wynosza:
N =N, %P 1436w
cosal
"8 ~17,6N

? _cothgoc +sin 3

1.8. R
. oy G
dla niewazkiego preta: S, =——,8,=G1tga
cosal
G +Q 0
gdy pret ma cigzar Q: S; = 2 ,Sp :[G+ jtg(x.
cos o 2
1.9.R
s =9 5 5 -GS

cosar L’ L



1.10. R

Rysunek pokazuje sity dziatajace w punkcie C, w
ktérym znajduje si¢ polozenie rownowagi latarni
o cigzarze Q. W kazdym punkcie liny naciag jest
taki sam (N). Poczatek uktadu wspoétrzednych
znajduje si¢ w punkcie A.

Warunki rGwnowagi sa nastgpujace:

X: —Nsinoa+Nsinf3 =0
Y: —Ncosa—Ncosp+0=0
Wynika z nich, ze:

a=fp

Kat a mozna wyznaczy¢ z zaleznosci Q
geometrycznych: A

d=X,+Xz5

sing, = AC = B
AC CB
AC+CB=L

Po przeksztalceniach otrzymujemy:

CB L
x,.-CB=x.,-AC, d=x, +x,, - —=X,.-——
AC CB AC AC AC AC AC

AC
xAC:d'T
) d
sino, = —

L

Znajac kat o mozemy réwniez wyznaczy¢ odleglosci x4c 1 yac. Wspodtrzedna potozenia
srodka stolu bedzie : x; =x4¢



1.11. R

Przyjmiemy uktad wspotrzednych i oznaczenia jak na rysunku i rozwazymy sity dziatajace na

kazdy arbuz oddzielnie.

\

————— 14>} E
|
|
L

'n__\ G J /
R Cl r

Roéwnania réwnowagi:

arbuz gérny
X: §,-S;sina =0
Y: -0+S§;cosa =0

L J
(@]
»w o\

arbuz dolny
X: Sysina—-S,=0
Y: -G-§;cosa+S5.=0

Z réwnan rownowagi mozna wyznaczy¢ sity reakcji podtoza S, Sc 1 Sg:

G_ 0
cosol
S, =8, =8,sina =0-1ga

S.=G+0

Kat o wyznaczymy z zalezno$ci geometrycznych:

D-r—R

r+R



1.12. R

Rozwazmy oddzielnie ciata M i m. Rysunki przedstawiaja przypadek szukania maksymalne;j

wartos$ci masy m.
Y

S

mg
\J
Rys. 1.12a Rys. 1.12b
Warunek rownowagi ciata M: Warunek rownowagi ciala m:
X: Mgsina+T-S=0 Y: -mg+S=0

Y: —Mgcosa+N=0

Wiedzac, ze maksymalna warto$¢ sity tarcia 7 = uN otrzymujemy
Mg sina. + uMg cosa —mg = 0. Stad wynika, Ze maksymalna warto§¢ masy m wynosi:

1 Mgsino + pMg cosa
g

= M sina + uM cosa .

Aby znalez¢ minimalng warto$¢ m nalezy zmieni¢ zwrot sity tarcia na rysunku (a) na
przeciwny. Po analogicznych obliczeniach otrzymujemy :

M sino. — puM cosa. < m < M sina + uM cosa



1.13. R

Sity po obu stronach klina przedstawiaja rysunki:

Y Y

Rys. 1.13 a Rys 1.13 b

Warunki rownowagi: Warunki rGwnowagi:

X: Mgsinoa-T,-5=0 X: MgsmB+T,-S=0

Y: —Mgcosa+N, =0 Y: —Mgcosp+N,=0
Maksymalna warto$¢ sity tarcia: Maksymalna warto$¢ sily tarcia:
T, = u,N, = p,Mgcosa T = N, = u,Mgcosfp

Po podstawieniu otrzymujemy:

Mgsino — p,Mgcoso = Mgsin 3 +p,Mgcos 3

u, cos B + p, cosa =sino —sin B

1.14.R

Rozwazymy przypadek maksymalnej
wartos$ci sily F. Réwnania rownowagi
dla tego przypadku (rysunek) sa
nastepujace:

X: Mgsina+T—Fcosa =0

Y: N-Fsina—Mgcosa =0




Wiedzac, ze maksymalna sita tarcia: 7' = NU , otrzymujemy:

Mg sina + u(Fsinoc + Mg cosoc): F cosa
e Mg(sino + p cosa )

cosoL — L sina

Warto$¢ minimalna sily F otrzymamy wtedy, gdy sila tarcia bedzie skierowana w przeciwna
strone. Zatem:

Mg(sina — U cosoc)

Mg(sino +
| <F< g(s a u.cosoc).
cosa + U sina cosoL — U sina

1.15.R

Na rysunkach przedstawiony jest przypadek maksymalnej sity F.

Opis ciata na rowni Opis réwni na podtozu

S

X: —S+Mgsinoc+T1:0(1) X: F—S+Scosoc—Tlcosoc—leina—Tz20(2)
Y: N, —Mgcosa =0 Y: —Ssina +7;sina — N, cosa. —Q+ N, =0
maksymalne tarcie: maksymalne tarcie:

L =wh, T, =N,




Wyznaczajac S 1 Ty z uktadu rownan (1) 1 wstawiajac je do (2), otrzymujemy:

N, = Mg cosa

T, = n,Mgcosoa

S = Mgsino + p, Mg cosa

N, = (Mgsina + u, Mg coso — ulMgcosoc)sin(x + Mg cosa sina + Q =

= Mgsin® o + Mgcos’o + 0 = Mg + Q

F= (Mg sina + p, Mg cosoc)(l - cosoc)+ 1, Mg cos” o + Mg cosa sina + },tz(Mg + Q)

Przypadek minimalnej sity F odpowiada przeciwnie skierowanym sitom tarcia. Odpowiednie
wyrazenia na warto$¢ sity otrzymamy zatem zmieniajac znaki we wszystkich wyrazach

wzoréw, w ktorych wystepuja wspotczynniki tarcia py 1 py.
1.16. R

_WR

N Sciana L

2
stnurek = WLI + Izzj

1.17.R

Uktad jest symetryczny wzgledem pionowej osi przechodzacej przez przegub i cigzar Q. Sity
reakcji podtoza beda zatem po obu stronach identyczne 1

i skierowane tak jak na rysunku. Sktadowe pionowe sit y d \\

R réwnowaza cigzar Q.

0 = 2Rsin45°

R=2 _07070

2

1.18. R

Niektore proste zadania ze statyki, szczegolnie polegajace na znajdowaniu potozenia
roéwnowagi mozna rozwiazaé¢ korzystajac z tzw. twierdzenia o trzech sitach, ktére w pewnym

stopniu zastgpuje warunek zerowania si¢ wypadkowej sity oraz wypadkowego momentu sity.



Twierdzenie o trzech silach: Jezeli na ciato sztywne dziataja trzy sity o nieréwnoleglych
liniach dzialania, to réwnowaga jest mozliwa wtedy, gdy:

a) linie dziatania tych sit przecinaja si¢ w jednym punkcie;

b) wielobok sit jest zamknigty, tzn. stanowi trojkat.

Zadanie powyzsze jest jednym z tego typu problemow. Sposdb rozwigzania pokazany jest na
rysunku:

Mg

Punkt D jest punktem, w ktérym przecinaja si¢ linie dziatania trzech sit: sity ciezkosci Mg i
dwoch sit dziatajacych na pret od strony podtoza (sity reakcji podloza) N; 1 No.

Z trojkata prostokatnego ABC, wiedzac ze ZBCA=a, mozna wyznaczyc: é{B:tga.

Podobnie, z trojkata CBD: gﬁ =1ga .

_4D
-4

2
Latwo zauwazy¢, ze AD=d+DB. Zatem:

2
a+ 4 2d{cf’52 g 1}
2 sin” o 2d

L  Lsin’o

Z kolei, z trojkata CDA: cos(90” —oc)

sino. =

NN
R

. . . 2d
W rezultacie, otrzymujemy, ze sina =3 T .



Znajac kat oo mozna wyznaczy¢ sity reakcji podtoza:

N,sino =Mg, N,cosa =N,

M, M;
N2 = . g B} N1 = g

smao. rga
1.19.R

(a) Sity dziatajace na drabing to: sita cigzkosci 1 sity reakcji podtoza (Sciany i1 podtogi).
Sktadowa pozioma sily reakcji podtogi jest sita tarcia. Linie dzialania tych trzech sit
przecinaja si¢ w punkcie D (rysunek):

%

Lt

X
Z rysunku wynika, ze:

AE = Lsino
DE = AEtgd = Lsina tgd

DE :lCE = chosoc
2 2



Z powyzszych réwnan mozna wyznaczy¢ kat o :

. 1
Lsino 1gd = EL cosa.

Kat 0 zalezy od sily tarcia. W przypadku granicznym tarcie bedzie maksymalne, tzn.

TarCie maks — R2x(mak?) = MRZJ’

Z warunku zerowania si¢ wszystkich sit mamy ponadto:

R, —-mg=0 R, =mg
R =R,., R, =pmg
R

188 =~ =pn
RZy
=

Skad wynika, ze:

R, =2943N

R, =R =117IN
tga = 1,25

o =513°

(b) Warunki zerowania si¢ wszystkich sit zostaty wyznaczone w punkcie (a) zadania:
R, , =mg

Rl = RZX
R, =pmg
Pozostaje jedynie wyznaczy¢ wypadkowy moment sity i przyrownaé go do zera. Moment sity
wzgledem punktu A:
1
ngCE —R/AE =0,

gdzie:
AE = Lsina

CE = Lcosa



Zatem, otrzymujemy wynik:

mg = 2R, tgo. = 2p mg tgo
1

go =—

2p
Jak wida¢, otrzymany wynik jest identyczny z warunkiem wyznaczonym metoda trzech sil.

1.20.R
Rysunek pokazuje wszystkie sily dziatajace na drabing.

—

H=16 m

X‘:

Sciana dziala na drabing sita R; prostopadia do $ciany (poniewaz tarcie miedzy $ciana i
drabing mozna zaniedba¢). Podloga natomiast dziata sita R,, ktora jest wypadkowa sily
poziomej R, wynikajacej z istnienia tarcia migdzy podloga i drabina oraz sktadowej pionowej
Ry

Warunki réwnowagi:

a) wypadkowa wszystkich sit musi by¢ rowna zeru, zatem:

X: R-R, =0

, _ (1)
Y: —Mg-mg+R, =0



b) wypadkowy moment sity musi by¢ réwny zeru;

Wypadkowy moment sity wzgledem punktu O (punktu oparcia drabiny o podtoge).

L L
RlH—Mgzcosoc —mg;cosoc =0

I’ -H?
cosol =—— 2
5 (2)
1 :fl(ﬁj_’;”jmzmmw

Znajac R, mozna obliczy¢ sktadowe sity Ra:

R, =R, =14715N
R,, =(M +m)g =8829N

1.21.R

Skorzystamy z tego samego rysunku, co w zadaniu 1.19, z tym Ze cztowiek bedzie znajdowat
si¢ teraz wyzej niz w potowie dlugosci drabiny. Zaldézmy, ze cztowiek wszedt na wysokosc¢ 4.
Teraz, warunki réwnowagi bgda nastgpujace:

Warunek zerowania si¢ wypadkowej sity nie zmieni sig, czyli bedzie taki sam, jak uktad
rownan (1) z zadania 1.19, z tym ze teraz mozemy obliczy¢ maksymalna site Ry,
bezposrednio, znajac wspotczynnik tarcia, zatem:

R,, =(M +m)g=8829N
R,, =uR,, =pg(M +m)=353]16N
R =R, =353,16N

Zmieni si¢ natomiast warunek zerowania si¢ catkowitego momentu silty wzgledem punktu O.
Bedzie on :

L
R H — Mghctgo —mggcosoc =0

L' —H*?
HR —mg—————

3
Mg~ L* —H?

Skad otrzymujemy: 4 = H =10,13m



1.22.R
(a) Sity dziatajace na rurk¢ pokazane sa na rysunku (a):

S

Rysunek (a)
Warunki réwnowagi:
1. sity

X: =§S-T+Gsina=0
Y: Ry-Gceosa=0,
gdzie maksymalna sila tarcia jest rowna: 7T = uN .

2. moment sity wzgledem $rodka walca
Sr—Tr=0
Rozwiazujac powyzsze rdOwnania otrzymujemy uktad réownan:

S =Gsina —uGceosa

S =T=uGcosa

Stad wynika, ze sinat =2pcoso. i tgo =2

(b)  Aby skorzysta¢ z twierdzenia o trzech sitach musimy znalez¢ punkt przecigcia linii
dziatania trzech nieréwnoleglych sit. W tym przypadku beda to:

sita cigzkosci, G, sita naciagu tasmy, S, oraz sifa R, ktora jest wypadkowa sily tarcia, 7'1 sily
reakcji na site nacisku, Ry (rysunki (a) i (b)).



Punktem, w ktérym przecinaja si¢ linie dziatania tych sit jest punkt M (rysunek (b)).

Linia dzialania 5

Linia dziatania G

Rysunek b
Z zaleznosci geometrycznych (Trojkat prostokatny MKL) wynika ze:
ZMKL =38, 1tgd _ ML
’
ZMOL =a., tgo = ML
-
Jednocze$nie wiemy, ze g0 = ]]\; =u, zatem: fgo = 2r1gd =2
r
1.23.R
Przyktady dwoch sposobow zawieszenia cigzarkow przedstawiaja rysunki:
(a) (b)
L L
| 3 | 3
l |
M ' o
st
|
mg l E'l % L
2mg m '—"
2mg




Uktad jest w réwnowadze jesli wypadkowy moment sity wzgledem punktu podparcia preta
jest rowny zeru, zatem:

2mg;L — mgiL =0, co jest przedstawione na rysunku (a), oraz

2mgéL—mg;L=0, co jest przedstawione na rysunku (b). Mozna zaproponowaé caty

szereg innych mozliwosci zawieszenie cigzarkow.

1.24.R

W przypadku, gdy pret ma mas¢ M i jest on jednorodny, sita cigzkosci jest przylozona w
srodku preta. Mamy do dyspozycji n cigzarkow. Zawiesmy, jak pokazano na rysunku, x
cigzarkdw po prawej i y po lewej stronie preta.

1
4 -
> L

ymg Y xmg |m

Warunki rownowagi beda nastepujace:

1 2 1 2
xmg—L—Mg| —L——L|—ymg—L=0
g3 g(3 ) j y 83 ’
X+y=n

gdzie moment sily liczymy wzgledem punktu podparcia pregta. Po przeksztalceniu
otrzymujemy:

xml—M[lj—ymzzo
3 6 3



Po podstawieniu warto$ci mas M i m:
L2
30 6 4 30
x—2y=5
X 1y to ilodci cigzarkdéw, zatem moga by¢ tylko liczbami naturalnymi. Minimalna ilo$¢
cigzarkow jest zdeterminowana przez y:

gdy y =0, wowczas x = 5, catkowita ilo$¢ n = 5;
gdy y =1, wowczas x = 3, catkowita ilo$¢ n = 4;
gdy y =2, wowczas x =9, catkowita ilos¢ n=11.

Szukanym rozwiazanie jest zatem : jeden cigzarek po lewej stronie i trzy po prawe;.

1.25.R
Wskazowka: sita reakcji w punkcie A ma sktadowe R x 1 R4y, natomiast w punkcie B, gdzie
pret jest podparty, sita reakcji ma tylko sktadowa skierowana prostopadle do preta Rpy.

RBY =(l—lstinoc+1P,
n 2

1 1
R,y :—Fsina+EP, R, x =Fcosa.
n

1.26. R

Przyjmujac oznaczenia i uktad wspotrzednych takie jak na rysunku:

F, r

o
X
otrzymujemy:
F +F F+F
1g(180° —a)= 112 g —ogte. = 1T _3536n
F, sin(180° —a.)
o= DOHEA_on

~ Fsin(180° —a.)



1.27.R

Sity dzialajace na skrzyni¢ pokazuje
rysunek. Minimalna sila potrzebna do
tego aby skrzyni¢ przesuna¢ wynika z = 0| bF-------—g---——-———- —
warunkow réwnowagi:

~T=0
i = WM +m)g =4414,5N

* 3

Aby skrzynia przy przesuwaniu si¢ nie T
przewrocita, wypadkowy moment sity
wzgledem prawej dolnej krawedzi musi by¢ rowny zeru:

Fy—(M+m)g%:O

:Mﬁ:i:2,5m>a

Y5UFR 2T

Tej skrzyni nie da si¢ przewroci¢ w ten sposob.

1.28. R

Skrzynia nie przewr6ci si¢ na pochylni jezeli: zga

max

=22075, a,, =369°.
2h

Latwo rowniez sprawdzié, ze tak duzy kat nie jest potrzebny. Skrzynia bgdzie si¢ zsuwac juz
przy kacie spetniajacym warunek: fgo. . =, o . =16,7°.

1.29.R

Sity dziatajace na skrzynig oraz krazki przedstawiajq rysunki:

S,




Warunki réwnowagi:

réwnia: — S, +Qsina + pQcosa =0
podwojny krazek: SR -S,R,=0
pojedynczy krazek: 28, =F

. . R .
Po przeksztalceniach otrzymujemy: F = 2R—1Q(s1na + pLcosa )
2

1.30 R.
Sity wystepujace w uktadzie pokazuje rysunek:

L J

X

Rownowagg belki zapewni spetnienie réwnan:

X: Scosa—R,, =0

1) sity: 1
) lyY: Ssinoc+S—mg—G+RBY=0()

2) moment sity wzgledem punktu A

1 1 1
mg—L-S—L+G-L-R,,L=0,
84777 20
zatem: RBYZW'

Po podstawieniu do rownan (1) mamy:

4Ssino+4S -4mg -4G+mg-S+2G =0
S_3mg+2G

= =526N <mg
4sino+3
Ten czlowiek bedzie w stanie utrzymac belke w réwnowadze.

Sity reakceji podtoza:
R, =263N, R, =3185N.



1.31.R

Aby obliczy¢ sity dzialajace w poszczegdlnych pretach kratownicy, nalezy najpierw obliczy¢
sity dziatajace na kratownicg¢ w punktach jej potaczen z podtozem. Kazdy pret ma dlugosé a.

Korzystajac z warunkow rownowagi:

1) sity: X: F-R,, =0, Y: R,,+R,, =0,
2) moment sit wzgledem punktu A: Fasin60°-R,,2a=0
3

otrzymujemy: R, =F, —-R,,=R,, =FT

W nastepnym kroku rozwaza si¢ po kolei poszczegdlne wezty, w takiej kolejnosci, aby w
wezle maksymalnie dwie sity byly nieznane. Zawsze zaklada sig, ze prety sa rozciagane.
Wynik ujemny oznacza, ze dany pret jest Sciskany.

Tutaj mozna zaczaé np. od wezla A:

F B S, s, D
Si feo\ S, Sc s\ S




A: —R,, +S,+85 cos60°=0 B: F+S§,-5c0s60°+S5;c0s60°=0

R, +S,sin60°=0 —3§,sin30° -8, sin30°=0
SIZE’ 52:3717 S3:_E’ S4:—E
2 4 2 2
E: R, +S,sin60°=0 D: §,—8,c0s60°+5,cos60°=0
-8, —5,c0s60°=0 —8,s1n60°—S,sin60° =0
F F F
S, =—, S, =— S, =—
7 2 6 4 5 2
1.32.R
Sity reakcji podtoza: R, = —fF, R, = —2F, R, = fF
S, =£F, S,=8,=5,=0, S, :—QF
Sity w pretach: 2 73 2
S.=F, §,=87=0, S9:—22F
1.33.R
(a)
Srodek cigzkos$ci tuku lezy na jego osi symetrii (0§ y na rysunku):
W & Zatem, nalezy wyznaczy¢ jedynie wspotrzedna y, Srodka
masy.
—lj dm—lj dl (1)
Yo " y / y
gdzie m jest masa tuku, / - jego dlugoscia.
r Element dlugosci tuku, d/ mozna wyrazi¢ za pomoca kata ¢:
iy
O dl=rdp i 2 =coso.
r

Po podstawieniu do wzoru (1) otrzymujemy:

. a
1 o 2rsin—
reosrdp = ——r’sing|?, =

&
ro 2

D S

_1
Yo ] o

R



L, -0+Lzl;+L3L3

b

A

L L

| =Zliyi _L131+L2'0+L373
> L +L,+L,

X9
L +L,+L,
(b)

=

et

™
,.-""

(c)
Podzielmy mySlowo trojkat na
poziome paski. Srodek masy

kazdego paska bedzie w jego
srodku, co oznacza, ze $rodek masy
catego trojkata musi znajdowac si¢
na srodkowej trojkata. Gdy zrobimy
to samo ale rownolegle do
drugiego boku trojkata,
stwierdzimy ze $rodek masy
znajduje si¢ na drugiej $rodkowe;j
trojkata. Podobny wynik
otrzymamy, dzielac trojkat na paski
rownolegle do trzeciego boku
trojkata. Jedynym punktem

spetniajacym jednocze$nie wszystkie warunki jest punktem przecigcia srodkowych trojkata.

25-20-10+25-30-l-30

Xy = cm=18.75cm
25-20+25-15
(d) {1
25-20-12.5+25-30-—-25-—
Vo = cm=10.7cm
25-20+25-15
1.34.R

Srodek cigzkosci pétkola znajduje sig na jego osi
symetrii , czyli na osi x.

Oznaczmy jego odlegtos¢ od poczatku uktadu
wspotrzegdnych przez xo (rysunek a). Masa
warstwy o grubos$ci dx jest rOwna:

dm = 1m 2r* —x*dx , gdzie m jest masa
2
—Tr
2
poikola.

4
Y

ot ]
)
>c“’
Al
=

5
!

{

7




Zatem, wspotrzedna $rodka masy wyznaczymy ze wzoru:

r 0
X, =ljx ) NP —xzdx:—%jﬁdz, gdzie z=r>-x
m 0 nr 2

1
—mr’

2 2t

X, = =
0
3n

2
- 3

Potkole zawieszone na nitce przymocowanej do naroznika A (rysunek b) ustawi si¢ tak, ze
linia taczaca naroznik i $rodek masy S beda skierowane pionowo. Zatem kat pomigdzy
krawedzia potkola a pionem, kat o wyznaczymy z zaleznosci:

B}
& r 3n

1.35.R

Na budynek dziataja sity: sita wiatru, ktora moze spowodowacé przewrocenie budynku oraz
sita cigzkosci. Dodatkowo dziata jeszcze sita reakcji podtoza, przylozona wzdhuz catej
podstawy budynku przeciwstawiajaca si¢ tym sitom. W obliczeniach stabilnosci budynku
wazne jest, aby sita reakcji podloza "nie musiata" zapobiega¢ przewrdceniu si¢ budynku.
Istotne jest zatem, aby moment sity wiatru nie byt wigkszy niz moment sity cigzkosci liczony
wzgledem osi obrotu, czyli punktu O na rysunku.

a=40m
N
N
3
Il
S
& -
8 FW1
tﬁl -
T FWO
Q
\
(@)
_4.




(2)

Zgodnie ze wskazowka, sile¢ wywierana przez wiatr potraktujemy jako wypadkowa dwoch
sit: sity F\,y przylozonej w $srodku szeroko$ci $ciany bocznej wiezowca, w polowie jego
wysokosci, oraz sity F,,; przylozonej rowniez w potowie szeroko$ci $ciany, ale na wysokosci
odpowiadajacej potozeniu $rodka cigzkosci trojkata. F),p odpowiada sile wiatru, ktoéra nie
zmienia si¢ wraz z wysokos$cia nad poziomem ziemi, natomiast F,; skladowej sily
zmieniajacej si¢ od zera na poziomie ziemi do wartosci maksymalnej na wierzchotku domu.

F,0 =1100£2(200m-70m)=1,54-107N
m
F, = ;(1400N—1100Nj(200m-70m)= 021-10" N

m? m?

Moment sity wiatru wzgledem punktu O:

FWOI;+FW12§I:(1,54-100+0,21-133,3)~107Nm ~182-107 Nm

Moment sity cigzkosci wzgledem punktu O:
a 7
QE =280-10" Nm

Moment sity cigzkosci jest wigkszy niz moment sity wiatru, zatem budynek jeszcze nie bgdzie
si¢ przewracal, ale jest juz blisko niebezpiecznej granicy. Zazwyczaj przyjmuje si¢
wspotczynnik 2 jako minimalny czynnik bezpieczenstwa.



1.36. R

Sity dzialajace na rek¢ podczas trzymania przedmiotu w dloni, w przypadku, gdy reka jest
zgieta pod katem 90° pokazuje rysunek (a), natomiast rysunek (b) przedstawia przypadek

135°
() (b)
miesien miesien
kosé kosé
A
Fu Fu
Fy Fe 0L ;j_ _________
45°
5 cm—== mg ' mg
M M
15 cm g :

35 cm

&
L

Y

Sita F), jest sita, z jaka dziata migsien, natomiast Fx - sita wywierana przez ko$¢ ramienia.
Najprostszym sposobem obliczenia sity Fj, jest zastosowanie warunku zerowania si¢
momentu sily. Poniewaz nie znamy sily F, zatem najlepiej bedzie liczy¢ moment sily

wzgledem punktu przytozenia tej sity.

Wprowadzmy oznaczenia: xo =5 cm, x; = 15 cm, x, =35 cm, m =2 kg, M = 5 kg.

Warunki réwnowagi w przypadku (a) i (b):

(@)

(b)

F, x,—mgx, —Mgx, =0

(2kg-0,15m +5kg -0,35m)-9,81 "~

F, = s
M 0,05m

=402,2N

F, =4022N

Jak wida¢, w obu przypadkach sita wywierana przez migsien jest taka sama.

F, x,c0s45° —mgx, cos45° — Mgx, cos45° =0




1.37.R

Sity dzialajace w rozwazanym uktadzie, to oprocz sit W;, W, i W; takze sita migsni
prostujacych F), oraz sita dzialajaca na piaty krag krzyzowy kreggostupa Fi (rysunek).
/

}.JI.

Szukana jest sita Fx. Aby ja wyznaczy¢ nalezy najpierw obliczy¢ rowniez nieznana site
migsni Fy. Wyznaczymy ja przyréwnujac do zera catkowity moment sity wzgledem piatego
kregu, oznaczonego na rysunku kolorem z6ttym:

W.x, cosa. + W, (x2 + x3)cosa + Wl(x1 +x, + x3)cosoc -F, (x2 + x3)sin12° =0
_ Wix;cosa + W, (x2 +x, )cosoc +W, (xl +x, +x, )cosa B (0,46 -36+0,12-48+0,07 - 72)W cosa

FM - .
(x, +x, )sin12° 48-0,208

F, =274-W cosa
Aby wyznaczy¢ sktadowe sily dziatajace na kregostup w miejscu piatego kregu,
przyrownamy do zera catkowita silg:
X: Fy —F, cos(a—12°)=0
Y: Fy —(W, +W,+W,)-F, sin(a —12°)=0

Fy =.|F& +F

Po podstawieniu danych otrzymujemy, ze obciazenie krggostupa w czasie pochylania si¢ pod
katem 30°i45° wynosi:

30° 45°

Foy =2,25W, Fp =138 Foy =163W, F,, =1,700
F, =2,64 ~1600N F, =235W ~1410N

Jak wida¢, sily dzialajace na kregostup podczas pochylania si¢ sa duze (okoto pigciokrotnie
wigksze niz w postawie wyprostowanej). Jesli dodatkowo cztowiek trzyma co$ w rekach
obciazenie ro$nie (nalezy odpowiednio zwigkszy¢ site W>).



