1. Uklady termodynamiczne i zasady termodynamiki

1.1. .Z jaka predkoscia powinna lecie¢ olowiana kulka, aby przy uderzeniu
o niesprezysta Sciang ulegla stopieniu, jezeli jej temperatura poczatkowa wynosi
Ty, a temperatura topnienia i cieplo topnienia dla olowiu wynosza odpowiednio T
i ¢. Zderzenie ze Sciang traktowaé jako doskonale niesprezyste. Cieplo wlasciwe

dla olowiu wynosi c.

Rozwiazanie
Wychodzimy z wzoru na energi¢ kinetyczna Ey dla kulki poruszajacej si¢ z predko$cia

1 2
EK —Emv .

Cieplo potrzebne do ogrzania kulki do temperatury topnienia olowiu i stopienia jej bez
dalszej zmiany temperatury jest rowne:
AQ =mcAt+mc, = mc(Tt -T, )+ mc, .

Cieplo to jest rownowazne pracy mierzonej w dzulach
AW = -[mc(Tt =T, )+ mc, ]
Przyréwnujac te pracg do energii kinetycznej kulki, mamy:
2
mv

= mc(Tt —T0)+ mc,.

Stad otrzymujemy poszukiwana predkos¢ kulki:
V= \/2C(Tl - T0)+ 2c, .

1.2. Maszyna wykonujaca n obrotow na minut¢ jest hamowana hamulcem
chlodzonym woda. Moment sily tarcia wynosi M. w czasie hamowania zuzywa na
chlodzenie w ciagu godziny objetos¢ Vo wody o temperaturze Ty. Jakg temperature
T bedzie mie¢ odplywajaca woda, jesli 75% pracy sil tarcia idzie na podwyzszenie
energii wewnetrznej wody?

Rozwiazanie

Praca w momentu sity M na drodze katowej ¢ jest rowna:
W =Mo.

Zatem praca W), ktora idzie na podwyzszenie energii wewngtrznej wody jest
okreslona przez wyrazenie:
W, =0.75W = 0.75Meo,

przy czym ¢ =27 nt.
Ilo$¢ ciepta, ktora powstanie z tej pracy oznaczymy przez Q, wtedy
W, =Q.

Cieplo potrzebne do ogrzania masy m wody o AT jest rowne: Q = mcAT .



Podstawiajac do poprzedniego wzoru otrzymujemy rownanie:

mcAT = 0.75Me.
Stad znajdujemy poszukiwang zmiang temperatury wyplywajacej wody:
AT = 27 -0.75nMt , ST=T, + 27 - 0.75nMt '
mc mc

1.3. W ciagu godziny kompresor zasysa V, metréow szeSciennych powietrza
atmosferycznego i spre¢za go do ciSnienia p;. Kompresor jest chlodzony woda tak,
ze spre¢zanie jest izotermiczne. Obliczy¢ ilos¢ wody, ktora przeplywa przez
urzadzenie chlodzace w ciagu godziny, jezeli temperatura wody wzrosta od T, do

Ti, a ciSnienie zewnetrzne powietrza wynosi py.

Rozwiazanie
Sprezanie izotermiczne:
(Vo = V, To = To, po = p1) m=? - masa wody chtodzace;j.
AT =T -Ty - zmiana temperatury chtodzacej wody.
Ciepto potrzebne do ogrzania masy m wody o AT jest rowne:

Q =mcAT = m= &
cAT
Cieplo to zamienia si¢ na pracg dA’, mamy zatem:
dQ=dA’'=-pdV.

Catkujac to rownanie stronami mamy:
Q = _J. pdV,

) V,
gdzie: p = pOTO, T = const .

Podstawienie tego wzoru pod znak catki prowadzi kolejno do zwiazkow:

Vl
dv Vv V,
=—p, Vo | —=-p,V,In—-L=p,V,In—-2.
Q PoofV Po Vo v, Po Vo V,
Vo
Z drugiej strony mamy zwiazek dla przemiany izotermiczne;j:
Vo _po
Vi P
Stad na ciepto Q otrzymujemy wyrazenie:
Q=p,V, ln& :

0

Podstawiajac otrzymane wyrazenie na cieplo do wzoru na mas¢ wody mamy
ostatecznie:

Po Vo ln&

by

cAT
1.4. Komora pompy prézniowej ma objetos¢ V1, aKklosz z ktérego usuwamy

m=

powietrze ma objetoS¢ V0. Jakie bedzie ciSnienie i masa wlasciwa powietrza pod

kloszem po n-tym ruchu tloka, jezeli rozrzedzenie powietrza bedzie przebiegaé tak



powoli, Ze temperatur¢ powietrza mozna uwaza¢ za stala. Po ilu ruchach tloka

cisSnienie spadnie do 0,1 ciSnienia poczatkowego.

Rozwiazanie

Po pierwszym ruchu tloka do jego prawego skrajnego polozenia ci$nienie w kloszu
zmieni si¢ Z po na p;, mamy zatem:

PV,
PoVo =p(V, +V)), = p, :ﬁ.
Analogicznie po drugim ruchu tloka ci$nienie p; zmieni si¢ na pa:
PoVo PoVs
V, =p,(V, +V,), -V, =p,(V,+V,) = =,
P1Vo pz( 0 1) V, 4V, 0 pz( 0 1) p, (V0+V1)2
V3
.................................................................................... = p, = Po Yo T
(Vo +V,)
Vn—l
................................................................................. = p,, = Po Yo —,
(Vo +V))
PV PoVo
pn—lvozpn(V0+Vl) :pn:%7 = n:%'
(VO +Vl) (VO +V1)

Aby policzy¢ po ilu ruchach ttoka cisnienie spadnie do p, = 0,1 po korzystamy ze
znalezionego wzoru na ci$nienie po n-tym ruchu ttoka, mamy:

p ovon ‘
(Vo + V)"

Stad logarytmujac obie strony tego réwnania po uproszczeniu wezesniej przez po,
otrzymujemy dla n wyrazenie:

0.Ip, =

In(0.1)

o5y
V,+V,

Analogicznie dla ggstosci gazu pod kloszem po pierwszym ruchu tloka mamy rownanie stanu:

povo ( VO j“
Vo=p(V.4+V) = p =Yoo _ .
PoVo =pi(Vy + V) P=y v PPy

Po drugim ruchu ttoka gesto$¢ z p; zmieni si¢ na pp, mamy zatem rownanie stanu:



vV, +V, vV, +V,
3
o)
...................................................................................... P; =P, Vv
............................................................................................................... n—l,
o)
................................................................................ Pt = Po VotV
Pt Vo ( Vo jn
V, = V,+V,) = =— = .
pn—l 0 pn( 0 1) pn V0+V1 pn pO V0+V1

Analogicznie jak w przypadku ci$nienia mozemy policzy¢ po ilu ruchach tloka ggstosc

gazu spadnie do jednej dziesiatej gestosci poczatkowej. Mamy:

a)

nln( Vo jzan.l po_ 1m0l

V0+V1 1[ Vo_j
1 V,+V
0 1

1.5. Obliczy¢ ilos¢ ciepla potrzebna do ogrzania powietrza od T; do T,, a) przy

stalej objetosci, jezeli poczatkowo powietrze znajduje si¢ w warunkach
normalnych i zajmuje objetos¢ V. Cieplo wlasciwe przyjac za stale. b) to samo dla
stalego ciSnienia. c¢) Zakladajac, ze powietrze to wypelnia pokéj izolowany
termicznie, ale w §cianie znajduje si¢ maly otwdér przez ktéry powietrze moze
wydostawaé si¢ na zewnatrz, gdzie ciSnienie wynosi p. Proces ogrzewania jest

powolny.

Rozwiazanie
Masa=M=p,V,

Cc

Cy =—.
X
Ciepto potrzebne do ogrzania powietrza w statej objetosci jest rowne:
T,
Qy = lcvdT: (T, -T,)Cy.

gdzie Cy jest pojemnoscia uktadu w stalej objgtosci 1 wyraza si¢ przez masg uktadu jak

nastepuje:
c
C,=Mc, =ML,
X
CP
Qv :M_(Tz _Tl)'
X
b) C,=Mc, =y-Cy,



Q, = (TZ B Tl)cp :
Z tego, ze nagrzewanie jest powolne wynika iz ci$nienia sg takie same. Masa powietrza si¢
zmienia. Zalezy ona od temperatury m = m(T) i moze by¢ wyliczona z rownania:

C) pV:@RT.
v

Zapisujac to rownanie dla dwdch stanow o tej samej objgtosci i tym samym ci$nieniu
lecz r6znych temperaturach, mamy:

m(T
pV = M RT, .
" = m(T) = m(T,)- .
m(T) T
pV=——=RT
1)
Zatem ilo$¢ ciepta potrzebna do ogrzania powietrza w tych warunkach jest rowna:

T,
T,
Q= [m(T)c dT = m(T1 )Tlc Jd—T = m(T1 )Tlc ~1n£.
1 p p T p T]
T

1.6. Pewna ilo$§¢ gazu przy ciSnieniu py, zajmuje objetos¢ V,. Gaz poddajemy
kolejno nastepujacym przemianom: a) ogrzewamy izobarycznie az jego objetos¢
si¢ podwoi, b) ogrzewamy izochorycznie az jego ciSnienie wzro$nie dwukrotnie, c)
rozprezamy adiabatycznie az jego temperatura spadnie do temperatury

poczatkowej. Jaka ilos¢ ciepla pobiera gaz podczas tych przemian, jak zmieni si¢

energia wewnetrzna i jaka prace wykona gaz? (y = 1,4)

Rozwiazanie
(poaVOaTo) = (p072V0’T1) 3(p2,2V0,T2):> (psanTo)'

Cieplo pobrane przez gaz idzie na zmiang energii wewngtrznej dU i pracg dW
wykonang przez gaz. Zatem dla ciepla mamy nast¢pujace wyrazenia:

dQ =dU +dW = dU + pdV = —C.dT +pdV,
i)

gdzie ciepto molowe Cy 1 r6zniczka energii wewnetrznej dU sa dane przez:

R

Cy=—-o,
x—1

awu="R 4.
poy-l

a) z rbwnania dla przemiany opisanej w punkcie a) zadania mozna wyliczy¢ temperature
koncowa T, jak nastepuje:
Po Vo _ P2V,
TO Tl

T, = 2T,.

Prace objetosciowa wykonana przez gaz liczymy catkujac prace elementarna:
dA, =-pdV,



2,
—-A, = IpodV = po(2V0 _Vo): PoVo-
VU

Zmiana energii wewngtrznej w tym samym procesie jest rOwna:

R 27 mRT,
au, =R pgp mRL oy 1
wr-1n o p(x-1) 1—1

Stad petne cieplo jakie pobral gaz w tej przemianie jest rowne:

Q, =AU, +A, = povo(1 +LJ = Lpov .
1) x-1
b) w przemianie z punktu b) zadania, gaz nie wykonuje pracy objgtosciowej, a energia
wewngetrzna zmienia si¢ bo zmienia si¢ temperatura. Mamy zatem dla tych wielkosci
wyrazenia:
4T,

mR 2p,V,
A, =0 AU, == dT=——_.oT, = P00
woy - lzT u(x—1) 1—1
Stad ciepto pobrane w tej przemianie jest rOwne zmianie energii wewngtrznej:
Qb — 2pO\/O )
v —1
c) W kolejnej przemianie, adiabatycznej, temperatura i objgtos¢ speiniaja rownanie
Poissone'a, skad mozna wyznaczy¢ objetos¢ koncowa gazu po tej przemianie. Mamy wigc:
T,V¥' =T,Vy" T, V¥ =4T,(2V, )" = Vi =402V, )",
1 2 2 2491 2+l

V, =471(2V,) =271 2V, =2V, =2 1, =25V,
2+
vV, =2V,
Z drugiego réwnania Poissone'a wiazacego ci$nienie 1 obj¢tos¢, wyznaczamy cisnienie ps, jak

nastepuje:
x

X
Vv 2V,
p;Vi =p,Vy p; :pz(v_z] =2p, LH—O
’ 211V,
x
1 _x+l
:2p0 e =2 " lp
5 1

W przemianie adiabatycznej ciepto dQ = 0, stad praca wykonana jest przez gaz kosztem

energii wewngtrznej. Wyrazenie na pracg przyjmuje dla tej przemiany postac:
TO

Acz—J—C ar=—m R pap_ MR gp ) 3RVe
n wx—la,  u(x-1) -1

T,

Energia wewngtrzna tj. jej zmiana w wyniku tej przemiany rozni si¢ tylko znakiem, mamy
zatem:
3p, Vs

AU =-— )
x—1

C



Globalne wielkosci tj. catkowita praca A, zmiana energii wewngtrznej AU oraz pelne ciepto
Q, dla tych trzech przemian razem sa odpowiednio rowne:

A=Aa+Ab+Ac=—pOVOX+f.
X_

AU=AU, + AU, +AU_=0.

Q=P T (x4 )
X~

1.7. Jaka ilo$¢ ciepla nalezy odprowadzi¢ do chlodnicy przy izotermicznym
sprezaniu CO; o masie m i temperaturze T;, przy zwi¢kszeniu jego ciSnienia od
wartosci p; do pa.

Rozwiazanie
(Ti, p1, Vi) = (T1,p2, Vo).
Poniewaz temperatura jest stala, to zmiana energii wewngtrznej w tym procesie jest
roOwna zeru:
dU=0.
Zmiana ciepla w elementarnym procesie dQ jest rowna:

dQ = pdV, pV =_2RT.
i)

Petna ilo$¢ ciepta Q oddana do chtodnicy jest catka z tego wyrazenia, przy czym ci$nienie
zmienia si¢ zgodnie z rdwnaniem stanu. Mamy zatem

v,
Q= jpdv p=mRT Q= j—RTdV:ERTl—
pv 1
Stosunek objetosci wystepujacy pod logarytmem mozna wyllczyc z rdbwnania:
V.
p\V,=p,V,, = F= &
Vi p,

Zatem ciepto Q i praca A’ w tej przemianie sa rowne:

Q=""RTImPr- A",
u P>

Gaz pobiera pracg, ktora oddaje w postaci ciepta na zewnatrz.
1.8. W walcu z ruchomym tlokiem znajduje si¢ m gramow wodoru o temperaturze

Ty pod ciSnieniem p;. Przy spre¢zaniu tego wodoru do jednej trzeciej poczatkowej
objetosci trzeba wykona¢ prace AW, odprowadzajac réwnoczesnie do chlodnicy

cieplo AQy. Obliczy¢ temperature T, i ciSnienie p, wodoru po sprezeniu.

Rozwiazanie
Z pierwszej zasady termodynamiki i1 definicji energii wewngetrznej dU mamy dwa
wzory na t¢ wielko$¢ termodynamiczna:

dU = dQ + dw, dU = = C,dT = me,dT.
u

W skonczonym przedziale temperatur T;-T, mamy:



T, T, T,
JmeydT = [dQ + [dW =mc (T, - T,) = AQ+ AW.
T, T,

T
Stad temperatura koncowa T, jest rowna:
AQ + AW
T, =T + 2QTAW
me,,

ale AQ =-AQ,.

Zatem ostatecznie mamy wyrazenie na temperaturg koncowa:
AW - AQ,

mc,,

T, =T +

Stosunek ci$nien koncowego do poczatkowego wyliczymy z rownan stanow:

m
plvl HRT] _ p_ZZL&:?,L.
p,V, = ERTZ pp TV, 1
n
Stad mozna wyliczy¢ ci$nienie p,, otrzymujac wyrazenie:
_3p 2
P, =P, T, :

1.9. W balonie mamy mieszaning dwoch gazéw chemicznie oboje¢tnych.
Wyprowadz wzor na zalezno$¢ cisnienia od objetosci dla tej mieszaniny

w przypadku przemiany adiabatycznej.

Rozwiazanie
Energia wewnetrzna i praca w elementarnym procesie gazowym dla mieszaniny dwéch

gazow jest rowna sumie energii wewngtrznych 1 odpowiednio prac poszczegolnych
sktadnikow:

dU =dU, +dU, =n,CdT +n,cdT,
dW'=dA, +dA, =p,dV +p,dV.

Ci$nienia czastkowe sktadnikow mieszaniny sa rowne:
_ nRT _ n,RT
pl - Vv > p2 - \V4 .
Dla przemiany adiabatycznej suma energii wewngtrznych i1 prac wykonanych przez
mieszaning gazu przeciw sitom zewngtrznym jest rOwna zeru. Mamy wigc rownanie:

nRT v —do=o.

RT
n,CdT +n,cPdT + nlv dv +
Rozdzielajac zmienne mamy:
dT dv
(HIC(\}) + nzc$>)?+ R(n1 + n2)7 =0.
Calkujac to rownanie otrzymujemy rownos¢:
R(nl + nz)
nIC(\i) + HZC(\f)

gdzie k jest stata catkowania. Wykorzystujac wtasnos¢ logarytméw mamy kolejno wyrazenia:

InT+ InV=k,




R(n,+n,) R(n,+n,)
n,C{n,cP) n,CY)+n,CF)
InT+InV™"y v =k, Inf T-VV v =k

lub po opuszczeniu logarytmu otrzymujemy réwnanie stanu dla tej mieszaniny:
R(n]+n2)
n C(1)+n C(z)
T- V™V 7Y = const.
Jest to odpowiednik jednego z rownan Poissone'a dla przemiany adiabatycznej, ktore wiaze ze
soba temperature i objeto$¢. Drugie z tych rownan otrzymamy wykorzystujac rownanie gazu
doskonatego dla kazdego ze sktadnikow mieszaniny 1 wyznaczajac temperaturg¢, mamy wtedy:

ﬁzﬂ — T:pVM:(p1+pz)V(M1+M2)
T n mR (m, +m,)R
a rownanie wiazace cisnienie i objeto$¢ przyjmuje postac:
R(nl+n2)
el
pV ™y TR = const.

1.10. Obliczy¢ cieplo wlasciwe mieszaniny trzech gazow CO, N;, O,, ktorych masy
sa rowne: m;, my, mz, przyjmujac, ze ciepla wlasciwe masowe przy stalej objetosci

poszczegolnych skladnikow mieszaniny sa znane i r6wne o', v, ey,

Rozwigzanie
Poréwnujac wyrazenia na rozniczke energii wewngtrznej mieszaniny, wyrazong raz
przez ciepto wlasciwe przy statej objetosci, a drugi raz przez sume energii wewngtrznych
poszczegdlnych sktadnikéw mieszaniny, mamy:

Vo m\dT m dT

Analogicznie z definicji ciepta wlasciwego przy statym ci$nieniu dla mieszaniny mamy
zwiazki:

_i(d_Q) LAV e dT=dU=dU, +dU, +dU,.
v

1 d
¢, = Bd_("? = me,dT =dQ = dQ, +dQ, +dQ,.
Ciepto whasciwe mieszaniny przy statej objetosci i przy staltym ci$nieniu otrzymamy
Z rOwnan:

mc, dT =m,c\dT + m,c}dT + m,c}dT,

1 2 3
mc,dT = m,c dT + m,c;dT + m,c,dT,

i
2 mcy
i
CV_—m ,
i
2 mc,
c =——
P m

Dalej korzystajac z wzoru Mayera: c; =c, + —, cieplo wlasciwe przy stalym cisnieniu dla naszej
i

mieszaniny przyjmuje posta¢ ostateczna:



Zmi(ci\,+§] S mcy + 3 m S
i/ i |2

, . R m,
¢ = RS s
p \Y%
m m m=T Yy
Mamy wigc dwa wazne zwiazki:
2 mcy
_ i
Cy =—,
m
R « m,
c :cV+—Z—‘.
p
m= Y

1.11. Silnik Carnota pracuje ze sprawnoscia n; = 40%. Jak nalezy zmienié
temperature zrodia ciepla, aby  jego sprawnos¢ wzrosta do

N2 =50%? Temperatura chlodnicy jest stala i wynosi T,.

Rozwiazanie
Wychodzimy z przytoczonych nizej definicji sprawnosci ) dla silnika Carnota:
A ’
Q,’
gdzie A’ jest praca wykonana przez silnik a Q, jest cieptem pobranym ze zrodia o wyzszej
temperaturze. Korzystajac definicji pracy i ciepla, ostatni wzor mozna przeksztatci¢ do
rOwnowaznej postaci, wyrazajacej sprawnos¢ silnika przez temperatury zrodia T, 1 chtodnicy
Tz:

T‘l:

Z ostatniego wzoru mozemy wyznaczy¢ temperaturg zrodta T; wedtug nastgpujacego
algorytmu:
TZ

_1—111'

Zmieniajac temperaturg zrodta na T/, silnik przy tej samej temperaturze chlodnicy bgdzie

n T =T -T, Tl(l_nl):Tz = T,

pracowat ze sprawnoscia 1, . Stosujac ten sam algorytm co poprzednio, mozemy napisac
wzOr na temperaturg zrodta w tym drugim przypadku, mianowicie

' T
T, =——.
1-n,
Zatem szukana roznica temperatur zrodia i chtodnicy AT jest réwna:
' 1 1
AT =T, —T1=T2( ——]
l-n, 1-m,

I-n, —1+n, _ Tz(nz_rh)
2(1—111)(1—ﬂz) (l—m)(l—”ﬂz)'
Tz(nz_nl)
(1=n)(1-n,)

1.12. Okresli¢ ciSnienie Kkrytyczne p., objetos¢ Kkrytyczna V. itemperature

AT =

krytyczng T. dla gazu podlegajacego rownaniu van der Waalsa:



an’
(p +— |(V—bn) =nRT, gdzie a> 0 ib > 0 s3 stalymi a n oznacza liczbe moli

V2
gazu. Znalez¢ rownanie stanu w zmiennych wzglednych P, V, T.

Rozwigzanie

Izoterma gazu

T=const

» V

Wykres funkcji ci$nienia od objg¢tosci, dla ustalonych temperatur wg rownania van der
Waalsa przeksztatconego do postaci:

nRT an’

p

T (V-bn) V?

przedstawia przytoczony szkic.

A

Pe

V. A%

Matematycznie funkcja p = p(V, T = const) przyjmuje ekstremum, gdy jej pochodna
jest rbwna zeru. Mamy zatem:

op -nRT  2an’ RT 2an
—~ | =0 = PR 2 3
oV ), (v—bn) \Y% (V —bn) \%

Dalej przyrownujac druga pochodna do zera w punkcie krytycznym (punkt przegigcia
funkcji p = p(V, T¢)) otrzymujemy drugie rownanie:

o’p RT 3an
2] T 0 = 3 v
V') (V—bn)® V

- Y

Dzielac drugie z otrzymanych w kolejnosci rOwnan przez pierwsze mamy

V-bn= % V.
3
Skad wyznaczamy V., tj. warto$¢ krytyczna objetosci:
%Vzbn, V, =3bn.

Podstawiajac t¢ warto$¢ do rownania:



RT 2an

(V-bn)’> V'
otrzymujemy na temperaturg krytyczna T, kolejno wyrazenia:
31,2
RT, = 2an3 (3bn—bn)2 _ 2an3 Ab’n> — 82m3b3 ’

(3bn) (3bn) 27b°n

s

¢ 27b

_ 8a
° 27bR°

Wstawiajac znalezione wartosci V¢ 1 T do rownania na ci$nienie p otrzymujemy ci$nienie
krytyczne p.:

_la
P57
Znalezione warto$ci parametréw krytycznych gazu rzeczywistego sa wigc roéwne:
1
pc:—i, V., =3bn, T, = Sa .
27 b° 27bR
Definiujac bezwymiarowe parametry P, Vi T dla tego gazu wzorami:
p=P, v -1
pC B VC TC

mozemy standardowe ich odpowiedniki zapisa¢ jak nastepuje:
p=p.-P, V=V -V, T=T, T

Dalej podstawiajac te parametry do rownania van der Waalsa otrzymujemy to rOwnanie
w nowych zmiennych:

nRT, T an’

P= — .
Pet V.V -bn Vf\_/z

Po podzieleniu tego rownania przez p. mamy rOwnanie van der Waalsa w zmiennych
bezwymiarowych dla ci$nienia jako funkcji temperatury i objgtosci:
8T 3 8T 3

=, = .
I\ ) N Vi LA

Standardowa posta¢ tego roOwnania jest zatem nastgpujaca:
(g+%(3y— 1)=8T.
\Y

1.13. W walcu o podstawie kolowej iwysokosci 1; znajduje si¢ powietrze
o temperaturze T; pod ciSnieniem p;. Jak zmieni si¢ ciSnienie itemperatura
powietrza, gdy przy adiabatycznym spre¢zaniu tlok przesunie si¢ ol, jak na

rysunku? Dla powietrza y = 1,4.

Rozwiazanie



1,

11 24 -Z

Objetos¢ walca przed przemiang wynosi V = S ;. Po adiabatycznym sprg¢zeniu
objetos¢ ta bedzie rowna: V, = S(1; -1,). Dalej mamy:
T, =T, P = P2

Roéwnanie Poissone'a dla przemiany adiabatycznej dla tego uktadu przyjmuje postac:

pl(Sll)X :pz(S(ll - 12))X,

skad tatwo wyznaczy¢ ci$nienie koncowe p,, mamy:

-rfi5)
P, =D, L1 .

Z rownania stanow opisanych rownaniem Clapeyrona dla tej przemiany rowniez
wyznaczamy p,, otrzymujac:

p,V, p,V
Pivi _Pa¥a — p,=p, -— 2.
Tl T2 VZ T1

Poréwnanie tych wyrazen pozwala wyznaczy¢ temperaturg T,, zgodnie
z nastgpujacym algorytmem:

VvV, T 1, ) Sl T 1, )
pl._l._zzpl[ 1 j - e N ._2:( ! J .
vV, T, I, -1, S(I, -1,) T, \I, -1,

T oY Y
T_Z:(l 11] ! Tzz(l 11) e
1 17 2 1 2

1.14. Pewna ilo$¢ helu o objetosci V, zwigkszyla przy stalym cisnieniu py swoja

objetos¢ dwukrotnie. Obliczy¢ ilo$¢ ciepla potrzebna do tej przemiany. Stala x dla

helu wynosi 1,67.

Rozwiazanie
Zagadnienie sformulowane w zadaniu dotyczy przemiany izobarycznej, a tre$¢

zadania mozna przedstawi¢ schematycznie jak nastepuje:

V, Hel V=2V,
Po = Po x=167.
T, Q=7 T

Zgodnie z tre$cig zadania ilo$¢ ciepta potrzebna do infinitezymalnej przemiany wyraza sig
roOwnaniem:

dQ="2C dT +p,dV.
u

Calkujac to rownanie w odpowiednich przedziatach temperatury i objetosci ciepto
catkowite potrzebne do tej przemiany jest rowne:



Q:%CV(T—TO)+pO(2VO —VO):%CV(T—TO)+pOVO.

Stojaca po prawej stronie wielkos¢ E(T - TO) wyliczymy piszac rOwnania stanu

1)
poczatkowego i koncowego, nastepnie po podzieleniu tych réwnan przez R odejmujemy
stronami, otrzymujac:

pV:ERT ﬂzg,
H N R
V,
A =ERTO pO_OZETO.
u R p

Stad otrzymujemy:
m _pV pPo Vo _ P2V, poV, _ Po Vo
—(T - To) =i _ = - = .
1) R R R R R

Podstawiajac otrzymany wynik do wzoru na cieplo i korzystajac ze wzoru Mayera
znajdujemy wyrazenie na poszukiwana ilo$¢ ciepta:

C C Cy +R C
Q :?Vpovo +poV, = (?V""ljpovo :VTPOVO =—"p,V,

R
_ Cp vV _PoVo_xpoVo
Tc oo, T T
p \% % X
X
Q=—"—p,V,.
x—1

1.15. Z butli szklanej, w ktorej znajduje si¢ tlen pod ciSnieniem p;, wypuszczamy

nagle taka ilo$¢, Ze ciSnienie tlenu spada do p,. Proces ten mozemy przyjaé¢ za

adiabatyczny. Po zamknigciu butli gaz pobiera cieplo z zewnatrz dotad, az osiagnie

temperature, ktora mial na poczatku. Jaki procent calkowitej ilosci tlenu

wypuszczono oraz jakie ciSnienie ustali si¢ po zakonczeniu procesu?

Rozwiazanie

p p

Vll N wypus‘zczamy Am gazu N sz
przemiana adiabatyczna

Tl T2

Dla stanu poczatkowego 1 koncowego, rownania stanow pozwalaja po podzieleniu ich

stronami przez siebie, wyznaczy¢ stosunek odpowiednich ci$nien:

m
p,V, =—RT,
u

Tl
= —= —.
m—AmRT2 p, m-Am T,

p,V, =

Z drugiej strony z rownania stanow wyznaczamy objgtos¢ V:
PV _ p,V, - vV, = PV L
T, T, T, p,



Poniewaz przemiana jest adiabatyczna to obowiazuje rownanie Poissone'a. RGwnanie
to po podstawieniu w miejsce objgtosci koncowej znalezionego wyrazenia, przyjmuje postac:
x
PV, T ]

pVX:p(—
ol p,

Z tego rownania mozna wyliczy¢ stosunek temperatur, potrzebny w znalezionym réwnaniu na

stosunek cignien 2L . Mamy:
P>

x-1
T _ (P_j B
T, P, '
Zatem stosunek ci$nien przyjmuje postac:
x—1

pp__m (p_j B
p, m-Am\p,
Rozwiazujac to rownanie wzgledem masy Am otrzymujemy kolejno wyrazenia:
—1-

1 1
IZL[&j ’ , m—Am:m[&J X, ml—(&jx =Am.
m-Am{ p, p, P,

Ostatecznie masa wzgledna wypuszczonego gazu wynosi:
1

Am [, (P_j E
m |}
Cisnienie jakie ustali si¢ po tej przemianie obliczymy korzystajac z rGwnania stanow dla
przemiany izochorycznej wedhug algorytmu:

PV, _ PV, _ppVv, T, _ T

Tl B T2 ’ ’ T2 Vl ’

T,
Biorac pod uwagg znaleziony stosunek temperatur ostatecznie otrzymujemy:
x—1

p, ) *
pP; = pz(_lj .
P,
1.16. Pewna objetos¢ azotu o temperaturze T, iciSnieniu py zwi¢kszono

dwukrotnie: a) izotermicznie, b) adiabatycznie. Obliczy¢ jak zmienila si¢ Srednia

kwadratowa predkos¢ czastek oraz liczba czgstek gazu w jednostce objetosci.

Rozwiazanie
Mamy przemiang izotermiczna, w ktorej:

T =Ty = const, po= p1, Vo =2V,.
Korzystamy ze wzoru na $rednia kwadratowa predkos¢ gazu w danej temperaturze:

3kT
v

a) W przemianie izotermicznej temperatura jest stala, stad Srednia predko$¢ moze
by¢ wyliczona ze wzoru:



3kT 3RT
R VIR

W tym przypadku liczba czastek w jednostce objetosci zmieni si¢ z ng na nj, zatem z rownan
standw mozna wyrazi¢ stosunek liczby czastek w jednostce objgtosci przez stosunek
odpowiednich ci$nien. Mamy:
n,kT=p,V n
0&1 = Po } - M_P

nkT=p,V n, P,

Nieznany stosunek ci$nien w tym wyrazeniu mozna wyznaczy¢ z prawa Boyle’a-Mariotte’a:

V, V 1
PoVo =0V, = Pi_ Yo _ Vo —_——
po Vi 2V, 2

Stad po podstawieniu do poprzedniego wzoru mamy ostatecznie:

n_1
n, 2
b) W przemianie adiabatycznej objgto$¢ zmienia si¢ z Vo na 2V,. Korzystamy

wigc z rownania Poissone'a i rownania Clapeyrona aby wyznaczy¢ temperature T po
przemianie adiabatycznej. Mamy:

p,V," =pV*
pPo Vo _ﬁ = T()Vox_l =TV*".
T, T

Stad:

v, )
T=T0[7°j :

Srednia kwadratowa predko$¢ po tej przemianie bedzie wiec rowna:
-1

%1
y _\/3kT _ [3RT _ [3RT, (&j 2
v M n u A% '

Aby wyliczy¢ liczbg czastek w jednostce objgtosci skorzystamy z rownania Poissone'a
dla tej przemiany, zapisanego w postaci stosunku odpowiednich ci$nien i wyliczymy ci$nienie
koncowe po przemianie adiabatyczne;j:

% 7 _ Vo ’
poVy =pV" = P=Dy 7 .

Z rownania stanu azotu po przemianie adiabatycznej znajdujemy szukang liczbe
czastek w jednostce objgtosci:

-1
n:L:P_o.(ﬁj":P_o.(ﬁjx[ljx _pVo _1py 1
kT kT \V kT, \v) v, KT,V 2kT, 2 °
1

n=—n,.

2
1.17. W idealnej maszynie cieplnej, w ktorej cialem czynnym wykonujacym prace

jest 1 mol gazu doskonalego, zachodzg trzy nast¢pujace po sobie przemiany

odwracalne: 1) gaz o objetosci V; ogrzewa si¢ izobarycznie od T, do T, 2) gaz



zwigksza swoja objetos¢ adiabatycznie az jego temperatura obnizy si¢ do
temperatury T,
3) gaz jest sprezany izotermicznie do objetosci poczatkowej V,. Jaka jest

sprawnos¢ tej maszyny?

Rozwiazanie
Stan poczatkowy (V, Ty, p1) zmienia si¢ w kolejnych procesach do stanu koncowego

(V1, T1, psa) co schematycznie zapisujemy:
(V1, T1, p1) izobaryczne ogrzewanie = (V3, T», p1) adiabatyczne rozprezanie
= (V3, Ty, p3) izotermiczne sprezanie = (Vy, Ty, pa).
Sprawno$¢ bedziemy liczy¢ ze wzoru:
A" T =T,
T] ==
Q 1 Tl
Parametry termodynamiczne koncowe i zmiany odpowiednich wielkosci tj. energii
wewngetrznej, pracy i ciepta wyliczamy kolejno dla poszczego6lnych przemian.
1. Izobaryczne ogrzewanie. z rOwnania standw wyznaczamy objgtos¢ koncowa
w funkcji temperatury 1 objetosci poczatkowe;:
V2 Vl TZ
—=— = V,=V,—.
TZ Tl Tl
Roézniczkujac stronami réwnanie Clapeyrona wyznaczamy pracg w elementarnej
przemianie:

pV=RT
pdV + Vdp = RdT

Catkujac to rownanie otrzymujemy:

}:pdV:RdT.

\Z T,
A, = [pdV=]RIT=R(T, - T,).
Vi T
Zmiang energii wewnetrznej jednego mola gazu mozemy wyrazi¢ przez iloczyn ciepta
wlasciwego molowego i1 réznicg temperatur:

AU, =U, -U, =Cy(T, - T)).

Stad z pierwszej zasady termodynamiki otrzymamy wyrazenie na cieplo w tej przemianie:
Q,=A, +AU, =(R+C,)(T, -T,)=C,(T, - T)).

2. Adiabatyczne rozprezanie. Dla tej przemiany gazowej algorytm znalezienia pracy
jest analogiczny jak poprzednio, zmienia si¢ tylko rownanie stanow. w tym przypadku
korzystamy z rownania adiabaty w postaci wiazacej temperatury i objgtosci. z rownania tego
wyznaczamy stosunek objgtosci jak nastgpuje:

T,
P Ps; T3V3X71 =T2V2X*1 :TZ(VI %j 5
v, = v, ) 1
T, T, & - [ij
Vl Tl

Poniewaz wewngtrzna energia jest w tym przypadku rowna pracy ze znakiem minus, bo dQ =
0, to pracg mozna wyrazi¢ podobnie jak w punkcie 1, przez cieplo molowe i roznice
temperatur:



Vi T,=T,
A, = [pdV=-[dU=- chVdecv(T2 -T,),
V, 2

Q,=0.
3. Sprezanie izotermiczne. w tym przypadku w wyniku przemiany izotermicznej gaz
wraca do stanu poczatkowego (Vi, p1, T1). Praca wykonana w tym procesie Aj jest rOwna:
\% X
M dv V, T, | T
A, = [pdV= JRTI €Y _RT In—L =-RT, 1n(—2) = —RT,—*In=2
vy v \A T, -1 T

\E

gdzie skorzystano z rownania stanu

oraz znalezionego zwiazku:

V, _(szx—l
Vl Tl .

Catkowita praca w opisanym cyklu jest zatem réwna sumie poszczegdlnych prac i jest
dana wyrazeniem:

T
A=R(T, =T,)+Cy(T, = T,) - RT, - In—2.
x—1 T,
Cieplo pobrane w tym cyklu przez silnik jest réwne:

Q=0Qi=Cy(T>.Ty).
Sprawno$¢ tego silnika jest zatem réwna:

T
R(T, - T,)+C, (T, - T,)—RT, Llln—z

B 1

Q Cp(T, - T,)
Ry T lni.
Cp T,-T, T,

Ostatecznie sprawno$¢ silnika opisanego w zadaniu zalezy od temperatur wedtug
formuty:
__h lnE .
T, -T, T,

1.18. Pewng liczb¢ moli powietrza o obje¢tosci Vy, temperaturze T, i ciSnieniu p,

n=1

najpierw sprezamy izotermicznie do objetosci Vi, a nastgpnie rozprezamy
adiabatycznie do objetosci V,. Jaka bedzie temperatura powietrza po zakonczeniu

tej przemiany i jaka prace wykonano przy tym, jezeli dla powietrza y = 1,4?

Rozwiazanie
(VoaTOapo) = (VlaToopl) = (VzaTzopz)'

Po przemianie izotermiczne;j.
\Y%
poVo=pV,, T, =T, = p, =p07°.
1



Po przemianie adiabatycznej spetlnione jest rOwnanie:
T,V =T,V}".
Z tego réwnania znajdujemy szukang temperaturg T,:

-1

\ v,
T, =T, .ﬁ:]‘o (_IJ )

VZ VZ
Mamy rowniez drugie rOwnanie, skad mozna wyznaczy¢ ci$nienie koncowe ps:
x x
\Y vV, [V,

Vi=p Vi p,=p | -1 | =p, 2| 2|,

Pi1Vi =P2Vys Pa pl(vzj Po v, [sz
W przemianie izotermicznej pracg A; obliczymy jak nastgpuje:

Vi
A, = —fdAl — [pdV =
Vo

A\
__Mpp (Vo _Mmpp ln[&
[ v \4 n Vo

0

V
] =-p,V, 11171

0

W drugim procesie, adiabatycznym, praca A; jest rowna:

T,
A, =[dA, =-[dU= —J%CVdT :%CV(TO -T,)
Ty

poyx -1 Ty x—1 Ty

Szukana praca catkowita jest suma obu prac, mamy wigc:

V T
A=A +A,=p,V, mvey L [_L
vV, o x-1 T,

1.19. Rdzen  magnetyczny  umieszczono  wewnatrz cewki  (solenoidu)

i namagnesowano polem magnetycznym wytworzonym przez prad elektryczny

w cewce. Zakladajac, Ze wewnatrz magnesowanego rdzenia pole magnetyczne H

i namagnesowanie M jest jednorodne pokazaé, ze praca wlasciwa wykonywana

polem elektrycznym Zrédla w procesie magnesowania magnetyka jest réowna

W = pol}deM . (pomijamy deformacje ciala).
0
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Hi=nl, gdzien=N/I1.

<

Rozwiazanie
Pole pradu:

Pelne pole w cewce:
H =H; + Hy,
gdzie Hy jest polem rozmagnesowania i dla dtugiego solenoidu moze by¢ pominigte
w poréwnaniu z Hy (H=Hy).
Strumien indukcji pola magnetycznego B w solenoidzie jest réwny:
®,=0c-n-B-1=VnB,

gdzie o1 =V oznacza objetos¢ cewki. Pelne pole magnetyczne czyli wektor indukcji
magnetycznej B jest rowny:
B = HO (H + M) s

przy czym M jest namagnesowaniem rdzenia.
Dalej wiadomo, Ze sifa elektromotoryczna samoindukcji dana jest prawem Faraday’a:
do, Vn dB

ST de dt
Praca jaka musi wykona¢ zrédto pradu przeciw sile elektromotorycznej samoindukeji
jest zatem rowna:

dW =-EIdt = Vn(ii—lt3 -Idt = VnldB = VHdB .

Z drugiej strony indukcja magnetyczna B = B(H, M) = no(H + M), zatem jej rézniczka

zupetna jest rowna:

dB = B qr+ B aM = 1, (dH + dM) |
oH oM

Wstawiajac ten zwiazek do pracy jaka wykonuje zrodto przeciw sile
elektromotorycznej samoindukcji, otrzymujemy:

dW = VHAB = Vi, (HdH + HdM) = d(£ p, VH? ) + Vi HAM .
W wyrazeniu tym wielkos$¢ d(% roHz) jest praca elementarna, ktora idzie na wytworzenie

pola magnetycznego w pustej cewce, za$ wielkos¢ Vu ,HdM opisuje pracg elementarna,

ktora idzie na zwigkszenie namagnesowania rdzenia o dM. Praca namagnesowania jednostki
objetosci jest wige réwna:

M
W =p, [ HdM chdw.
0



1.20. Gaz o temperaturze Ty, znajdujacy si¢ pod ciSnieniem py w objetosci V, ulegl
sprezeniu. Przy sprezaniu wykonano prace AW. Obliczy¢ objetos¢ V, temperature

T i ciSnienie p gazu po spre¢zeniu, jezeli sprezanie bylo adiabatyczne.

Rozwigzanie
Dla przemiany adiabatycznej dQ = 0. Zatem
dU =dQ — pdV = —pdV.

Calkujac to roOwnanie stronami otrzymujemy:

v
JdUz—jpdeAW.
VO
Z drugiej strony dla przemiany adiabatycznej mamy réwnanie stanow, z ktdrego
mozemy wyliczy¢ ci$nienie jako funkcj¢ objgtosci, mamy wtedy:
V x
poVey =pV* = p=mf¢%-
v
Podstawienie tego zwiazku do wyrazenia podcatkowego prowadzi do wyrazenia na
prace w przemianie adiabatycznej:
A%
VX
AW:—mmfﬂzz—ﬂquﬂ—qu.
v, 1=y

VX
Stad mamy rownanie na objgtosc:

Vl*x — (X _I)AW +V 1-x

0

1
V, — 1AW |
:Vz{ °+(X )WJ .

P Vo' V' po V"
Cisnienie koncowe obliczamy z rownania:
v
P =Dy Ve
Temperatura koncowa T moze by¢ wyznaczona z rOwnania stanow:
V, \% VT,
PoVo _ PV N T= PVl ,
T, T Po Vo

Tzn(pVJ.
Po Vo

1.21. Gaz o temperaturze Ty znajduje si¢ pod ciSnieniem py, w objetosci V, ulegl
sprezeniu. Przy sprezaniu wykonano prace W. Obliczy¢ objetosé, cisnienie
i temperatur¢ tego gazu po sprezeniu, jezeli zmiana stanu zachodzila zgodnie
Z rownaniem

pV" = const (n = 1,25).

Rozwiazanie
Dla przemiany politropowej dQ= 0. Zatem wyliczymy najpierw prace w tej
przemianie. Mamy:
dW = —pdV.

Calkujac to rownanie stronami otrzymujemy:



W=—[pdV.
Z drugiej strony dla przemiany politropowej mamy roéwnanie stanow, z ktorego
mozemy wyliczy¢ ci$nienie jako funkcj¢ objetosci, mamy:
- Vo)
PV, =pV" = p:po(voj .

Podstawienie tego zwiazku do wyrazenia podcatkowego prowadzi do wyrazenia na
pracg w przemianie politropowe;j:

\% n
dv PV _ _
W:_ Vn :_len_vln’
Po Vo {[)Vn -1 [ 0 ]
(n-1)W+p,V, _ V_g.
PoVo
Cisnienie koncowe obliczamy z rownania standéw dla politropy:

n n V !
pV'=p,V;, = p=p0(7°j .

Objetos¢ koncowa gazu po sprezeniu mozna obliczy¢ z rownania stanéw Clapeyrona:
PoVe _ PV _ PoVo T

Pl oy
T, T p T,

l-n __

Podstawienie tego zwiazku do rownania politropy prowadzi do zwiazku ci$nienia
1 temperatury w tej przemianie, skad mozna znalez¢ temperatur¢ koncowa:

I-n

pz)fn_TOn :plfn_Tn = T:(&) ! 'TO'
p

1.22. W walcu poziomym zamkni¢tym na obu koncach, napelnionym gazem
znajduje si¢ tlok. Tlok dzieli walec na dwie polowy, przy czym ciSnienia gazu po
obu stronach tloka sa rowne iwynosza po. Gdy tlok wychylimy z polozenia
rownowagi ipuscimy swobodnie, bedzie on wykonywal ruch periodyczny.
Pokazaé, ze dla malych wychylen i procesu adiabatycznego zachodzacego w gazie

ruch tloka jest ruchem harmonicznym. Znalez¢ okres tego ruchu.

Rozwiazanie

Vo, T, po Vo, To, po

Vo+xS, p1, Ti Vo-xS,p2, T2

-~
&

-
A4

Dla lewej czg$ci objgtosci walca z gazem mamy:
PV, = pl(VO + XS)X’ pO(SXO)X = pl(SXO + XS)Xs PoX," = pl(XO + X)X'
Stad cisnienie na koncu przemiany w lewej cz¢sci walca jest rowne:

< %
_ 0
p, pO(X0+XJ .




Dla prawej cze$ci objetosci:
PV, = pz(Vo _XS)Xa po(SXO)X = pz(SXO _XS)Xa pox," = pz(xo _X)X~

Stad cis$nienie na koncu przemiany w prawej czgsci walca jest rowne:

X %
1) :po( ‘ j .
X, — X

X0 Xo

A
v

A
\ 4

F2 F1

)
ry X

0

Wypadkowa sita dziatajaca na ttok jest rowna roéznicy par¢ gazu w prawej i w lewe;j
czesci walca w dowolnej chwili czasu.

Wykorzystujac zatem znalezione ci$nienia do obliczenia poszczegdlnych paré
otrzymujemy ogolne wyrazenie na warto$¢ sity dzialajacej na tlok:

LY (1Y
F=F, -F =p,S-pS=Spx,” ( J _( J :
X, — X X, + X

Dla matych wychylen tloka z polozenia rownowagi, po sprowadzeniu do wspolnego
mianownika wyrazenia w nawiasie prostokatnym, w mianowniku powstatego w ten sposob
utamka, mozemy opusci¢ wychylenia, jako wielko$ci mate w porownaniu z xo. Wyrazenia
stojace w liczniku tego utamka mozemy rozwinaé w szereg zostawiajac tylko wyrazy szeregu
do pierwszego rzgdu wiacznie. Mamy wtedy:

FoSpx.t (xo +x)* = (x, —x)*
0

(% = x)*(x, +x)"

ESI;O—)Z(XOX-[(XOX-FXX "X +- )( — %X, x+---)1.

0

Stad warto$¢ sity dziatajacej na ttok jest dana przez:
xSP, X
Xo

F=2.

Poniewaz zwrot dziatania sity jest zawsze do potozenia rownowagi, zatem sita jest
rzeczywiscie dla matych wychylen sita harmoniczna 1 moze by¢ zapisana w postaci:

2
Fo 2X5Po
X0
a dla sity harmonicznej mamy zwiazek:
, k
0 =—.
Stad okres drgan dla tego ruchu jest rowny:
mx,

T=2n

20p,S






2. Funkcje charakterystyczne i funkcje stanu
1.23. Obliczy¢ zmianeg entropii azotu o masie m przy ogrzaniu go od temperatury

Ty do temperatury T, a) izochorycznie, b) izobarycznie.

Rozwiazanie
Na mocy drugiej zasady termodynamiki rézniczka zupeina entropii jest rowna:

dS— dQ _ nC,dT +pdV
T T '
Calkujac to rownanie stronami mamy og6lny zwiazek:
S—SO:f nc, 9L, [PV - _m
T T il

gdzie Sy jest stata catkowania.
a) Dla przemiany izochorycznej dV = O 1 poprzednie rdbwnanie przyjmuje postac:

S-S,=2C, d—T=Ec I = me,, In—
ST o T, T,
b) Dla przemiany izobarycznej dp = 0, zatem korzystamy z réwnania stanu:
mRT
pV=——,
n

ktore w postaci rézniczkowej przyjmuje postac:

pdV + Vdp = ™yt

1)
Stad wyznaczamy wielko$¢ pdV przy warunku dp = 0:
pdv =Ryt

n
Podstawiajac t¢ wielkos¢ do réwnania na zmiang entropii i uwzgledniajac przy tym zwiazek
Mayera:

C,=Cy +R,
otrzymujemy dla przemiany izobarycznej
S-S, =—=C, JdT:EC PELLLY S
K T, n Ty
m
=—(C, +R ln—.
H< SR

S—Sozmcplnl.
0

1.24. Jak zmieni si¢ entropia wody o masie m; i temperaturze T; po zmieszaniu jej

z masg m; wody o temperaturze T,?

Rozwiazanie



Cieplo zawarte w wodzie o masie m; 1 my w danych temperaturach musi by¢ rowne
cieptu wody o masie m; + my, mamy wigc rownanie bilansu, z ktérego wyznaczamy
temperatur¢ wody po zmieszaniu:

m, T, + m,T
m,cT, + m,cT, =(m, + m,)cT = T=—t1—22
m, + m,

Z drugiej strony entropia wody przed zmieszaniem jest rOwna sumie entropii obu
porcji wody 1 moze by¢ wyrazona zgodnie z catkowa postacia drugiej zasady termodynamiki
jak nastgpuje:

T, T, T, T,
d d dT dT T, T
S1 :J Q1 +J Qz :jmlc +fmzc :mlcln—‘+mzcln—2.
T T T T T, T
Ty Ty Ty To

0

Po zmieszaniu analogiczne wyrazenie na entropi¢ przyjmuje postac:

T T
S, = f@ = f medT _ mclnl.
T
T, T,

T T,

gdzie m=m; + my,
Zmiana entropii w tym procesie wynosi zatem:

T T
AS=S,-S, = mlclnl+ mzclnl—mlcln—l—mzcln—2
0 0 0 0

TLO TLO T T T m,C T m,C
=mcln—-+my,cln-=mclh—+mycln—=Inj| —| |— .
a z T, T, T,) \T,

1.25. Udowodnié, ze calkowita zmiana entropii gazu doskonalego w cyklu Carnota

rowna si¢ zero.

Rozwigzanie
1
N2

4

A%
Dla cyklu Carnota przedstawionego na rysunku, mamy cztery nastgpujace po sobie
przemiany gazowe:
1. izotermiczne (T}, (1=2)) rozpre¢zanie
2. adiabatyczne ((T; = T»), (2=3)) rozprezanie
3. izotermiczne (T, (3=4)) spr¢zanie
4. adiabatyczne ((T,= T)), (4=1)) sprezanie
Entropia w danym stanie jest okreslona z doktadnoscia do statej. Oznaczajac te stata
przez Sy, petna zmiana entropii w caltym cyklu Carnota jest suma entropii poszczegolnych
przemian gazowych:

S—S,=(S, =Sy)+(S, =S,)+(S; =S,) +(S-5;).



1S, -5, —JdQ dev JdV=3R1 hel

1

2. sz—sl=deQ=o dQ=0.

3.8, -5, _.[dQ J-pdV m JdV=ERl z_
3

4.s-s3=deQ=o dQ=0.

Z drugiej strony dla przemian izotermicznych w tym cyklu, rownania stanow
pozwalaja wyrazi¢ odpowiednie stosunki objetosci przez stosunki ci$nien:

v

p,V,=p,V,, T, =const, == p_2,
V., p

p.,V,=p,;V;, T,=const, = ﬁzp—3.
Vi p,

Podobnie korzystajac z rownan dla przemian adiabatycznych wchodzacych w cykl Carnota
mamy zwiazki:
PV =PV p_z(&j"zp_s(ﬁ]"
P,V =p,V,, P\ Vi p,\ Vv,
Vi) V(v L () (%)
v,V v,\v, )’ V, Y
V

V_ —_
v, OV, Y,

Stad widac, ze:

|w<
|H<

Podstawiajac ten wynik do wzoru na S3-S; otrzymujemy:
V m \'A

S,-S, = PRI =Rz,
[ v, n Vi
Stad sumujac wszystkie wktady w catym cyklu Carnota, stwierdzamy, ze catkowita zmiana
entropii jest rOwna zero:

\% \%
AS=RIn240-RIn"240=0, cbdo.
[ \4 [ \4

1.26. W butli o objetosci V; znajduje si¢ gaz pod ciSnieniem p;, 5 wdrugiej butli
o objetosci V; znajduje si¢ inny gaz pod ciSnieniem p,. Temperatury obu gazow sa
jednakowe i rowne T. Obliczy¢ jak zmieni si¢ entropia tego gazu po polaczeniu obu
butli. (Gazy nie reaguja chemicznie!)

Rozwiazanie
Oznaczajac przez AS, zmiang entropii mieszaniny gazow przy przejsciu z temperatury

Ty do temperatury T, jaka ustali si¢ po zmieszaniu gazOw mamy wyrazenie:



T, T,
AS, =J@=ﬂcv“)fd—T+fﬂ+&cv”)j£+fﬂ.
T T T 1, T T
To To

W catkach nieoznaczonych korzystamy z rownania stanu dla kazdego z gazow sktadowych
1 wyznaczamy ci$nienia czastkowe p; 1 pa:

_&RI p2 :&RI

p - D) B
1 Y H, V

Podstawienie tych zwiazkéw do poprzedniego réwnania prowadzi do rezultatu postaci:

\%
A8, :(ﬁcv“) +&Cv“>jln5+[ﬁ+&}i J av
Hy ) T, Moo M) Y \

- (ﬂc\,“) +&CV(2)]lnE+ (&+&JR lnl,
Hy M, T R M Vo

gdzie V=V, + V; jest obje¢toscia zajmowana przez mieszaning.

Oznaczajac przez AS, i AS, zmiany entropii poszczegdlnych gazoéw przed zmieszaniem przy
przejsciu poszczegdlnych gazéw od temperatury Ty (dowolnej) do temperatury poczatkowe;j
tych gazoéw przed zmieszaniem, catkowita entropia przed zmieszaniem jest rowna:

AS, =AS, + AS,

a poszukiwana zmiana entropii jest rowna:
AS=AS, —AS, =AS, — AS, - AS,,

przy czym zmiany entropii gazow sktadowych dane sa przez wyrazenia tego samego typu co
zmiana entropii mieszaniny, mianowicie:

_ V
A5, (ﬂcj mL(&ij_l
Hy T, My v,

A§2=(&Cv(2)jlnl ( JRI A
W, T, K, V0

Stad poszukiwana zmiana entropii wskutek zmieszania jest rowna:

AS= [ﬂcvm +&cv<2>]ln£+[&+&}unl
8 Ky 0 he Ky 0

—&ﬁcv“)]lnl{ﬁlmn&}—H&CV”)]ml{&jMn&}
Ky To Ly Vo K, To K, Vo

1.27. Pewna ilo$¢ gazu doskonalego o objetosci V; ;ciSnieniu p; rozpreza sig
w stalej temperaturze T, do objetosci V,. Obliczy¢ zmiang¢ entropii i energii

swobodnej w tym procesie.

Rozwiazanie
Zmiana entropii dana jest wyrazeniem:
AS—J@m jpdV deV mR__V,

=—C —IdT =——In—
T T T, V 0 Vv,

b

gdzie skorzystano z faktu, ze w przemianie izotermicznej T1 = const.



Aby wyliczy¢ zdefiniowana w zadaniu zmiang energii swobodnej F skorzystamy
z definicji:
dF =d(U - TS)=dU - TdS - SdT,
przy czym w przemianie izotermicznej dT = 0 1 stad dU = 0. Mamy wigc:
dF =-TdS = -dQ = —pdV.
Catkujac to rownanie stronami mamy:

v,
mRT, (dV _ mRT, 'V,

VZ
F—F0=—lepdV=— . v —TolnVl :
Vi
Wykorzystujac rGwnanie stanu mamy:
mR _ P,V
[ T,

1 szukane wielkosci entropii oraz energii swobodnej wyrazaja si¢ przez parametry dane
w zadaniu:

u \4 T, \4

\Y \Y
AF=-RT In—2 = —p,V, In—2 .
U \/ \4

1.28. Pewng ilos¢ azotu o masie m itemperaturze T, sprezono przy stalym
ciSnieniu do 3/4 zajmowanej objetosci. Obliczy¢ jak zmienil si¢ w tym procesie

potencjal termodynamiczny gazu.

Rozwiazanie
Potencjat termodynamiczny G jest funkcja charakterystyczna zalezna od potencjatow
Py 1 jest zdefiniowany rownaniem og6lnym:

G=U->Px,.
k=1
W przypadku uktadu o dwu stopniach swobody (S, V) réwnanie redukuje si¢ do

postaci:
G =U+pV-TS.
Rézniczka zupetna tego potencjatu jest zatem rowna:
dG =dU + pdV + Vdp — TdS — SdT =dQ + Vdp — TdS — SdT = Vdp — SdT.
Poniewaz proces jest izobaryczny to dp = 0 1 dG redukuje si¢ do postaci:
dG =-SdT.
Catkujac to rownanie stronami mamy réwnanie catkowe:
G-G,=-]S(T)dT.

Aby wykona¢ wskazane catkowanie musimy zna¢ zalezno$¢ entropii od temperatury.
Zalezno$¢ tg znajdziemy z rOwnania:

s:so+fd—Q=so+3cvjd—T+jm—V
T w VT T

T
:E(CV +R) T u CV +R)lnT—0,

Ty

T
d_TZE(



gdzie wykorzystano réwnania:
pV="2RT i pdV = L RdT.
[ [

Podstawiajac znaleziona temperaturowa zalezno$¢ do wyrazenia podcatkowego
mamy:

G-G,=—[S(T)dT = —JE(CV + R)lnldT -2y + R)JlnldT.
[ T, [ 0

Wykorzystujac znany wzor na catke z logarytmu naturalnego:
Iln xdx = X(lnx - 1), Tl =x, = dT=T,dx,
0

otrzymujemy dla potencjalu Gibsa wyrazenie:

T
G_Goz_mcg{l@nl_lﬂ :_mcp[T(lnl_lj_TO@nl_l)}
[ Ty Ty T, [ Ty

=mc, (T-T,)+ mcpTln%.

Poniewaz z tre$ci zadania wynika, Ze proces spr¢zania jest opisany rownaniem
stanow, w ktorym cis$nienie jest stale a objetos¢ zmniejsza si¢ do trzech czwartych objetosci
poczatkowej, to mozna wyznaczy¢ temperaturg koncowa T:

3
PoVo _Poa Vo
T, T
W ten sposdb zmiana potencjatu termodynamicznego Gibsa jest ostatecznie dana
wyrazeniem:

T=2T,.

G-G, = mcp(% - I)TO +mc, 5T, In3
1.29. Udowodnié, ze jezeli proces zmiany stanu ukladu gazu pod tlokiem zachodzi

przy stalym ciSnieniu, to ilos¢ wymienianego ciepla jest r0wna entalpii.

Rozwiazanie
Oznaczmy przez AU = U, - U; zmiang energii wewngetrznej przy przejsciu uktadu ze
stanu oznaczonego na rysunku symbolem 1 do stanu 2.

=
1 2

Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki zmiana energii wewngtrznej dU w procesie
infinitezymalnie matym migdzy stanami 1 1 2 jest dana przez:
dU =dQ + dA.
Calkujac to rownanie otrzymujemy peina zmiang energii wewnetrznej wyrazona przez
zmiang objgtosci:
U, -y, :Q_pIdVZQ_p(Vz _Vl)‘

Roéwnanie to mozna rdwniez przepisa¢ w bardziej fizycznie dostgpnej do interpretacji postaci
odpowiednio grupujac wyrazy, mianowicie zapiszmy je w postaci:
Uy, +pVo=U; +pV: +Q.



Z tego rownania wyraznie widac, ze entalpia w stanie koncowym jest rowna entalpii w stanie
poczatkowym plus dostarczone ciepto. Mozemy zatem okresli¢ zmiang entalpii:
(U2 +pV2)- (U +pVy) =H,-H, = Q.
Mamy wigc rownanie wyrazajace sens fizyczny entalpii:
H2 — H1 = Q
Zauwazmy w tym miejscu, ze w procesie izobarycznym, skoro dQ = dH to:

AR e edE
ot) \otT) TV Po\ar) )]

gdzie C,, jest pojemnoscig cieplng rozwazanego uktadu
1.30. Korzystajac z wlasnosci ukladu termodynamicznego skladajacego sig

zdwoch faz rozdzielonych powierzchnia pokazaé, ze swobodna energia na
jednostke powierzchni rozdzialu faz, jest rOwna napigciu powierzchniowemu 7.

Znalez¢ dodatkowo wyrazenie na energi¢ wewnetrzng jednostki tej powierzchni.

Rozwiazanie
Przyjmujac oznaczenia podane na rysunku, gdzie n oznacza koncentracj¢ czastek, V

objetos¢ a S entropig danej fazy, wyrazenie na rdézniczke energii wewngtrznej obu faz
mozemy zapisac jak nastepuje:
dU=TdS-p'dV'—p"dV" +vydo + u'dN’" + n"dN",

przy czym wielkos$¢ ydo jest dodatkowa energia zwiazana z wystepowaniem w uktadzie
powierzchni. Sama za$§ wielkos$¢ y jest energia jednostki tej powierzchni.

‘Z powierzchnia o
rozdzielajaca

fazy 112.

Vr’n/ V”,n”
T, S’ T,S"

Dalej pelna objetosc i liczba czastek obu faz jest rowna:
V=V'+V"
N=n'V'+n"V"

Energia swobodna F, uktadu z powierzchnia i energia swobodna hipotetycznego
uktadu bez tej powierzchni F’ reprezentuja dwie rdzne wielko$ci. Zapiszemy to stwierdzenie
jak nastgpuje:

F(T,V',V",6,N',N")=U-TS # F'=F(T,V',N')+ F"(T,V",N").
Réznica tych dwu wielkosci okres$la wlasnie energie swobodna powierzchni:
F,=F—(F'+F").

Mamy zatem wyrazenia na r6zniczki zupetne zdefiniowanych wyzej energii swobodnych:

1° dF = d(U - TS)=dU - TdS - SdT

=-SdT —p'dV' —p"dV" + ydo + pW'dN" + n"dN",

2°dF'=-S'dT —p'dV'+pn'dN’,

3°dF"=-S"dT —p"dV" + n"dN".
Stad znajdujemy:



dF, = dF - dF’ - dF" = —[S— (8’ +8")]dT +1do,
gdzie F, = F_ (T, cs) oznacza energi¢ swobodna powierzchni.

Jezeli wymiary uktadu przy T = const wzrastaja Jo razy, to powierzchnia zmieni si¢

a razy, wtedy:
F, (T,occs) = ok, (T,G) .

Rézniczkujac to rownanie po a otrzymujemy rownania na energi¢ swobodna
1 entropig:

F F
F. _ % —s-y, S, __ % __ o
0o oT orT
Przy pomocy tych rownan energia wewngtrzna powierzchni daje si¢ zapisac jak nastgpuje:
U,=F +TS, =yo + T(—Gﬂj = (y - Tﬂjo.
oT oT
Stad energia wewngtrzna przypadajaca na jednostke powierzchni jest réwna:
U
Yo _ 100
c oT

1.31. Znalez¢ formule¢ dla obliczania potencjalu Gibsa G, entalpii H i entropii S,
przy pomocy wspotezynnikéw eksperymentalnych A(T), B(T), C(T), ... rozkladu
réwnania stanu: pV=A(T) + B(T)p
+ C(T)p* +....

Rozwigzanie
Zgodnie z definicja potencjatu termodynamicznego Gibsa G:

G=U-TS+pV
rozniczka zupeta tej wielkosci jest rowna:
dG=TdS - pdV - TdS - SdT+pdV+Vdp=—SdT+Vdp .

G_ Ty < (G_Gj -V
dp dp ap T=const

Podstawiajac do tego rownania w miejsce V rozwinigcie wirialne dane w tresci zadania,

mamy:
{G_Gj _A(D) + B(T), p+ c(n), p’ = A(T) +B(T)+C(T)p +--

Stad:

op p p p p

Calkujac teraz otrzymane rownanie po p dostajemy:

J§), o= [ otrvcton-fo

Oznaczajac przez poip ciSnienie poczatkowe i koncowe, po wykonaniu catkowania
w tych granicach otrzymujemy formulg na potencjat termodynamiczny Gibsa:

R

Formulg na entropi¢ otrzymamy przy pomocy znalezionego potencjatu i zwiazku
Maxwella na entropig, tj. z rOwnania:



- (3
oT ),

_ _S(T,po)_twjlng_(%_(ﬂj(p_po)_i(@j(pz Cp )

oT Po oT 2 oT
Ostatnig wielkos¢ tj. entalpig znajdujemy z definicji tej wielkoSci:
H=G+TS=G(T,p0)+A(T)ln£+B(T)(p_p0)+@(pz_pg)+...
0
OAY), p OB(T)j 1..0C(T)(,
—-TS(T,p,)-T| — |In—-T| ——= [(p—py,) —=T——=p" —
(T.p) (GTJHPO [ o7 PP T— (o> —p; )+

Grupujac odpowiednie wyrazy razem otrzymujemy ostatecznie:
H= [G(Tapo )_ TS(T,pO )]

+ (A(T) - T[?—?D 1ni + {B(T) - T(alz—_(l:r)ﬂ(p —po)+
. [C(T) e 6C(T)}(p2 p2)

2 2 or ’
1.32. Dany jest uklad skladajacy si¢ ze sprezyny podlegajacej prawu Hooke’a, przy

czym stala silowa sprezyny, zalezy od temperatury. Znalez¢é energie swobodna,
energi¢c wewnetrzng ientropi¢ jako funkcje wydluzenia sprezyny x.

Rozszerzalnosci nie uwzgledniac.
Rozwiazanie

Oznaczajac przez x wydtuzenie sprezyny, rozniczke zupelna energii swobodnej
danego uktadu termodynamicznego zapiszemy jak nastgpuje:

dF =d(U—-TS) = dF(T,x) = (2—9 dT + (%F) dx = —SdT + Xdx,
X T

F
gdzie sita uogolniona X dana jest rownaniem: X = (2—) .
X T

Ix

X

Z poprzedniego rownania pochodna zupetna energii swobodnej po wydtuzeniu sprezyny jest

rowna:

£=—Sd—T+X.
dx dx

Dla procesu izotermicznego gdy dT = 0 otrzymujemy:



= kx.

(6Fj Cxo dF(T;x)

& dx

T=const

T=const

Catkujac to ostatnie rownanie znajdujemy wyrazenie na energi¢ swobodna jako funkcj¢
wydtuzenia spr¢zyny:
F(T,x)=F(T,0)+1k,x*>, k=k(T)=k,.

Entropie uktadu znajdziemy rézniczkujac energi¢ swobodna po temperaturze przy statym
wydtuzeniu:

S(T.x) = —(Z—B = {%} —%(%j x> =8(T,0)- k" x*,

k=X
oT ),
Dalej z definicji energii swobodnej wyliczymy energi¢ wewngtrzna:

U=F+TS = {F(T,0)}+ 1 kx* + T(S(T,0) - 1 k'x?)
= {F(T,0)+ TS(T,0)} + L (k — k“T)x* = U(T,0)+ L (k —k'T)x".

1.33. Rozwiazaé¢ poprzednie zadanie, poslugujac si¢ energia swobodna ukladu

F'(T, x) = F(T, x)-Xx. w szczegolnosci okresli¢ sens fizyczny energii swobodnej

i rozniczki energii swobodnej.

Rozwiazanie
E

Sity zewngtrzne, w tym przypadku sity grawitacji, rtOwnowaza w stanie rownowagi sity
wewngetrzne sprezystosci co schematycznie przedstawiono na rysunku wyzej.

Na rysunku nizej przedstawiono zmiang stanu termodynamicznego 1 w 2
spowodowana potozeniem na szalk¢ masy M znajdujacej si¢ wczesniej na poziomie
pierwotnym réwnowagi uktadu z,



X M [x

Q Zo

Wykonajmy nad uktadem nastepujacy eksperyment myslowy polegajacy na przeniesieniu
masy M z jej pierwotnego potozenia na szalke, co spowoduje proces termodynamiczny
wydtuzenia spr¢zyny.

Pelna energia potencjalna uktadu wtedy wynosi:

E,=M'gZ,+Mg(Z,-x)=-Mgx+(M+M’) g Z,=-X x + const.
Swobodna energia uktadu zas bedzie réwna:
F'(T, x) =F(T, x) - X x =F + w + const,

gdzie w = -Xx jest praca wykonang przez sily zewngtrzne nad uktadem.
Z drugiej strony X = k x, skad wyrazenie na energi¢ swobodna moze by¢ zapisane
rOwnaniem:

F =F(T, 0) + %kxz.

Swobodna energia uktadu spre¢zyna + odwazniki jest wigc rowna:

. s 1 X?
F* = F(T,0)+ 1kx* — Xx = F(T,0) B

Stad rozniczka zupetna tej wielkosci przyjmuje postac:
dF" = dF(T,0)+ kxdx — Xdx — xdX
= dF(T,0) + (L kx? )+ dEp = dF(T,0) + d(L kx* ) - d(X - X)
dF* = dF(T,0) + d(1kx* - X -x),
gdzie wielkos$¢: d(%kx2 -X- x) jest zmiang energii potencjalnej rozciagnigtej sprezyny, czyli
praca wykonana po niezamocowanym stopniu swobody, jakim jest w tym przypadku dtugos¢

sprezyny.
1.34. Udowodni¢ twierdzenie: Entalpia ukladu termodynamicznego jest rowna

sumie energii wewnetrznej i,zrodla pracy”, ktora to zrodlo wykonuje nad

ukladem.

Rozwiazanie



([pe=

U (Mg

@é Z
P x

Wezmy pod uwage uktad termodynamiczny gazu pod ttokiem obcigzonym masa M,
przedstawiony na rysunku.
Cisnienie zewnetrzne p' (wywierane przez termostat)w stanie rownowagi gazu jest rowne
ci$nieniu uktadu p" Oznaczmy przez ¢ pole powierzchni ttoka, a przez
m - masg tloka.
Cigzarek masy M potozonej na tlok wywiera na gaz ci$nienie:
_ Mg+mg

p=p =p"
(e}

Stad rézniczka zupetna tego ci$nienia jest rowna:

dp=SdM.
c
Zrédtem sit zewnetrznych jest cialo o masie M potozone na tok a objeto$é gazu pod ttokiem
WYynosi:
V=ocz
Energia potencjalna ciala o masie M potozonego na tloku (energia potencjalna
termostatu Uy) jest rowna:
Ui=Mgz,
podczas gdy energia potencjalna ttoka ma wartos¢:
Utioka =M g Z.
Roézniczka zupetna energii wewnetrznej uktadu (gaz + ttok + cigzarek) dana jest zatem przez
formute:
dU'=dU+dU,=dU+dM gz)=d(U+M gz)
=d(U +poz)=d(U+pV),
ktora stwierdza, ze infinitezymalnie mata zmiana energii wewngetrznej uktadu jest rowna
infinitezymalnie matej zmianie entalpii:
dU” = dH.
Pot6zmy dodatkowo mas¢ dM na tlok, przenoszac ja z pierwotnego potozenia jak na rysunku.
Wtedy wykonana praca sit zewngtrznych jest rowna:

dM - g7+ dz) ~ gzdM = E2ZdM = (oz)dp = Vdp ,

c
dU" =d(U+pV)=dU+pdV + Vdp .
Wida¢ wigc, ze wielkos¢ V dp = g z dM jest energia potencjalng masy dM.
1.35. Wykazaé, ze dla jednorodnego magnetyka pojemno$¢ cieplng ukladu

w stalym polu magnetycznym H mozna zapisac W postaci:



ou oM
C, :(Ej _H(EJ .Zmian¢ objetosci magnetyka przy magnesowaniu
H

H

zaniedbac.

Rozwigzanie
Startujemy z drugiej zasady termodynamiki zapisanej dla uktadu o dwu stopniach

swobody, przy czym drugi stopien swobody opisuje proces termodynamiczny magnesowania
przy pomocy zmiennej niezaleznej M (namagnesowanie) i potencjalu termodynamicznego H
(pole magnetyczne magnesujace uktad):

dQ=dU-dA =dU-HdM.

Traktujac energi¢ wewngtrzna i namagnesowanie rozwazanego uktadu jako funkcje
temperatury 1 nat¢zenia pola magnetycznego: U = U(H,T) , M= M(H,T), rozniczki zupelne
tych funkcji przyjmuja forme:

=[] ar+| 2 Y g,
oT), |oH)

av = M gr [ Z M gy
oT), \oH)

Podstawiajac te wyrazenia do rownania na dQ, mamy

o[ 59), () Jor (), +(28) o

Przy pomocy tego wyrazenia, przy H = const, pojemno$¢ cieplna tego uktadu z definicji jest

rowna.
cH:(d_Qj (a_Uj H(G_M] b
dr/, \aoT/, oT ),

1.36. Pokazad, ze rozniczkowa postac dla pracy pdV nie jest rozniczka zupelng.

Rozwiazanie
Zatozymy, dW = pdV jest rozniczka zupetna. Oznacza to, ze ogdlne wyrazenie
rézniczkowe na prace:
pdV +0dT

pdV +0dp

2,15,

Poniewaz w wyrazeniu rézniczkowym na pracg dla X = 0, dx moze oznacza¢ zar6wno dT jak
1 dp to otrzymujemy sprzeczno$¢, gdyz dla x = p:

dW:pdV+de={

musi spetnia¢ warunek:

Tymczasem z poprzedniego réwnania wynika, ze

(2] (%) -omox-0
ox/, \oV/,



Dlatego tez dW = pdV nie jest rézniczka zupeha.
1.37. Z definicji wielkosci U, F, H i G, jako funkcji charakterystycznych (dla

dwoch stopni swobody) pokaza¢ shuszno$¢ nastepujacych zwigzkow

termodynamicznych:l"(a—Tj :—(@j , 2° a :(a—vj , 3° (G_Tj :—(@j ,
oV Jg oS )y op); \0S), ov ), oS )y
(3.5,

ap \Y% as T

Korzystamy ze zwiazku typu:
dz(x, y) = M(x, y)dx + N(x, y)dy,
z ktorego dla rozniczki zupelnej odpowiedniej funkcji charakterystycznej z(x, y) tj. funkcji
stanu, z ktorych kazda spetnia zwiazek:

ANt

znajdujemy kolejne zwiazki podane do udowodnienia:

ov ), \as),

dH =d(U + pV)=TdS - pdV + pdV + Vdp = TdS + Vdp,

55,

dG =d(U~TS+pV)=dH - TdS - SdT = Vdp — SdT,

&5, = 53

F=U-T-S =  dF=-pdV-SdT,

@& = [5L(E)

1.38. Znalez¢ zaleznos¢ miedzy pojemnoscia cieplna w stalej objetosci i przy stalym

Rozwiazanie

y

ciSnieniu.
Rozwiazanie
Biorac pod uwagg pierwsza zasade termodynamiki i definicje rozniczki zupeinej

energii wewngtrznej wyrazenie na cieplo w procesie elementarnym mozna zapisa¢ kolejno jak
nastepuje:

dQ:dU+pdV:(a—U) dT + (a—Uj +p|dV=C,dT + (G_U) +p |dV.
oT )y oV ); oV ),

oS
dQ=C,dT + T(—) -p+pl|dV,
Q=C, { V). p p}



dQ=C,dT + T(ﬁj dV=C,dT+T- (@j dv .
ov oT

T v
Cieplo na jednostkg temperatury, czyli pojemnos¢ uktadu jest zatem rowna:
€Q_q +T.(@) av
dT or/,, dT

Podczas, gdy oddzialywanie uktadu z termostatem, zachodzi w warunkach stalego ci$nienia
(p = const), mozemy wyznaczy¢ roznicg Cy-Cy:

B BB - a3
ot ), oT )\ ot ), oT )\ aT ),

Dalej piszac rownanie stanu w postaci p = p(T, V) okreslamy rézniczke cis$nienia:

-] () ov

Dla warunkow dp = 0 to ostatnie rownanie pozwala wyznaczy¢ iloczyn pochodnych stojacy
w znalezionym wyrazeniu na réznicg¢ pojemnosci cieplnych dla p = const i V = const,
mianowicie:

() () 3, - - -+ (313
oT ), oT ) \ ot ), ot )\ ot ),

(@) ar __(@j
or )y dv| . vy’
ar)
(@j v __(@_Vj :{@j _ Ty
oT )\ op ), \or) ~\oT), (avj'
P )y
Stad szukany zwiazek mozna przeksztatci¢ do postaci:
2
& 3]
0T/ \oT oT
C,-C,=-T L Po__T.5 P2
& 6
8p T ap T

Zauwazmy, ze w liczniku i mianowniku stoja wspotczynniki rozszerzalnosci izobarycznej
1 Scisliwosci izotermicznej odpowiednio, zdefiniowane wyrazeniami:

1 (oV 1 (oV
ap = —] —— . BT = - — ,
Vo \aT ), Vo 0p ),

gdzie o, -wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej, a Br -wspotczynnik Scisliwosci
izotermicznej. Stad ostatecznie mamy znany wzor:
oV
C, -C,=T- .
’ p
T




1.39. Obliczy¢ energi¢ swobodna F oraz znalez¢ rownanie stanu ukladu, jezeli

VoY T
entropia ukladu jest okreslona réwnaniem: S= R(VOJ(T_] , gdzie Vy, Ty, in sg
0

stalymi.
Rozwiazanie
Mamy:

dF =d(U - TS) =- pdV - S dT.
Dla procesu izochorycznego dV = 0 i wtedy

dF =-SdT, = S:[EJ .
ar)y
Calkujac to rownanie stronami mamy:
T T n
F:-deT:-jR[ﬁj - dT:-RﬁijT“dT
i, 5 UV AT, vV 1,

n+l
R& 1 L(TnH_TOnH): RV, T, 1— l '
V T n+1 (n+1)V T,

Z drugiej strony z rownania:

dF =-pdV - S dT.

__(G_F)
P= v/,

Zatem rdzniczkujac znalezione wyrazenie na energi¢ swobodna po objgtosci otrzymujemy
szukane rOwnanie stanu:

8, RR-REE

1.40. Zgodnie z druga zasada ,.termodynamiki” rézniczka zupelna entropii jest

wynika zwiazek:

B
d
rowna dS = % . Pokaza¢, ze a) dla dowolnego procesu JTQ < S(B) - S(A) ; b) dla

A

izolowanego cieplnie ukladu entropia nigdy nie maleje.

Rozwiazanie
Z twierdzenia Clausiusa wiemy, Ze:

deTQso



A
a) Rozwazajac proces po drodze R odwracalny i nieodwracalny po drodze i przeprowadzajacy
uktad ze stanu a do stanu B.
Dla procesu odwracalnego R:

»>— w

dsETdQ fas=o.
A

T ABA

deS—IdS+JdS 0.

ABA A

[92_r4Q :J$3J$ES(B)—S(A).

Stad mamy:

b) dQ = 0. z poprzedniego wynika dla procesu adiabatycznego dQ = 0, Ze:
0<S(B)-S(A)

a to oznacza, ze dla uktadu izolowanego entropia nigdy nie maleje.
1.41. Pokazad, ze energia wewnetrzna gazu doskonalego nie zalezy ani od objetosci

V, ani od cisnienia p; zatem jest funkcja tylko temperatury.

Rozwiazanie
Z uogoblnionej pierwszej zasady termodynamiki wyrazenia na rozniczke zupetna
energii wewngtrznej maja postac:

dU=[a—U) dsS + [GU) dv. ; dU=TdS-pdV.

oS/, ov
Pochodna czastkowa tej energii po objgtosci przy statej temperaturze jest rOwna:
Wors oy o () B ()
dv dv oV ), ov ). aT )
Poniewaz z rdwnania stanu gazu doskonatego wynika, ze:
RT R
=R
A% o/, VvV

to stwierdzamy, ze energia nie zalezy od objetosci, poniewaz:
R
(a_Uj = T o—_ p = 0 .
ov/ \Y

Korzystamy z tego rezultatu rozszerzajac pochodna czastkowa energii wewngtrznej po
ci$nieniu i1 otrzymujemy drugi szukany rezultat, mianowicie:



ERE

2 ),

T

Energia wewnetrzna gazu doskonalego nie zalezy od ci$nienia, jest zatem funkcja
temperatury U = U(T).
1.42. Udowodnié zwiazKi termodynamiczne:

2 6C 2
(&) 1) (5] )
ov ), lar? )" Lap ), or? ).

Rozwiazanie
Korzystamy z definicji pojemnosci cieplnej uktadu w statej objetosci, ktora mozna
zapisac¢ przy pomocy rownowaznych formut rézniczkowych:

MURORC]
oT ), et ), "\oT),

Rézniczkujac to ostatnie rownanie po obj¢tosci dla uktadu w warunkach statej temperatury
mamy kolejno nastgpujace zwiazki prowadzace do rezultatu, ktéry nalezato wykazaé

w punkcie 1°: i
SRR E T
_ _i[@] } _ T{ 82pj
(oT\aT )y ] \aT? )
gdzie skorzystano ze zwiazku Maxwella:

(5),-(3),

Analogicznie postgpujac z pojemnoscia uktadu w statym ci$nieniu, mamy:

oC

SRR EGIREH
op ). |op\ OT), | op\aT ), | GTﬁpr

2
_ 1 i(a_Vj __p &V
oT\aT ), | oT?

W tym przypadku po zamianie kolejno$ci rézniczkowania nalezato skorzysta¢ ze zwiazku

Maxwella:
3%
op ), ar ),

1.43. Pokazaé, ze dla ukladu, ktorego energia wewnetrzna jest funkcja tylko

temperatury, rOwnanie stanu ma postac: p="T - f(V), gdzie f(V) jest pewna funkcja

objetosci V tego ukladu.

Rozwiazanie
Z zalozenia tresci zadania, Ze energia wewngtrzna jest funkcja tylko jednego

parametru T, tj. U = U(T) 1 definicji pojemnosci cieplnej uktadu, wynika rowniez
temperaturowa zaleznos¢ tej ostatniej wielkos$ci:



C, = (Z—ITJ)V =C,(T).

Rézniczkujac t¢ wielkos$¢ po objetosci w warunkach statej temperatury uktadu otrzymujemy
podobnie jak w poprzednim zadaniu rezultat, ktory stwierdza, ze pojemnos¢ cieplna tego
uktadu zalezy od objgtosci tylko wtedy, gdy ci$nienie jest conajmniej kwadratowa funkcja

temperatury
Cv) _p o’p) _ 0
ov ), \er?),

Biorac pod uwagg te ostatnia réwnos$¢, catkujac ja obustronnie otrzymujemy réwnanie
pierwszego rzedu:

d*p
oT’
gdzie f= (V) jest stala calkowania zalezna od objgtosci poniewaz druga pochodna byta brana

przy statej objetosci. Rozdzielajac zmienne i calkujac ponownie otrzymane réwnanie
otrzymujemy:

=0, :@ =f(V),
dT

dp=f(V)-dT = p=f(V)- T+ f, cbdw.

1.44. Udowodni¢ zwigzek.: (ﬁj = (@j
ov/, \odl/,

Rozwigzanie
Korzystajac z definicji energii swobodnej F = U -TS dla r6zniczki zupetne; tej
wielkos$ci otrzymujemy:
dF =-SdT —pdV

skad wida¢, ze entropia i ci$nienie sa okreslone przez odpowiednie pochodne czastkowe
energii swobodnej po temperaturze i objgtosci uktadu:

(aF) : ( ﬁF)
S=—— 1 p=—-—]| .
ar/ ov/ .
Rézniczkujac pierwszy zwiazek po objetosci V przy statej temperaturze T mamy kolejno
wyrazenia:
(@j __ i(@j __ i(@j _(i ]
v/, oV\aT/, | oT\ov/ |, \oT "/’

gdzie skorzystano po drodze ze zmiany kolejno$ci rézniczkowania i definicji ci$nienia.
Mamy zatem zwiazek:
&)%)
ov/). \or/’
ktory nalezato udowodnic.
1.45. Poslugujac si¢ zwigzkami termodynamicznymi dla pochodnych czastkowych

udowodnié, ze (@j >(@j .
ovV/y \oV/,

Rozwiazanie
Startujac z podstawowych definicji potencjatéw, jako zmiennych zaleznych, od

zmiennych niezaleznych S, V dla uktadu o dwu stopniach swobody mamy uktad réwnan:



p=p(S,V)}

T="T(S,V)
Rozwiazujac te rOwnania wzgledem entropii otrzymujemy dwa roéwnania na t¢
wielko$¢:
S=8(T,V)
S=S(T,p)

Dla tak okreslonych entropii r6zniczki zupelne sa rowne:

i5=( S are( 8] av=Srar+[2) av,
v T T v

oT ov oT
C
dS= (ﬁj dT + o dp = —pdT—(a—Vj dp.

or ), op ), T aT ),
Poniewaz w przemianie adiabatycznej dS = 0 ostatni uktad r6wnan moze by¢ przeksztalcony
do postaci:

T (2] a,
T C, \aT )y

dr 1 (avj
—=—1|=—| dp.
T C,\aT),

Przyrownujac do siebie prawe strony tych rownan mamy wyrazenie na pochodna czastkowa
objetosci po temperaturze przy stalym cisnieniu:

&), E)

Wprowadzajac stala y oraz przeksztatcajac to rownanie do postaci na wielkos¢ (—j mamy:

BRI - (@A,

Korzystajac dalej z rownania stanu wyrazajacego ci$nienie w funkcji pozostalych parametréw
dla uktadu o dwu stopniach swobody dostajemy wyrazenie na rdézniczke zupeina ci$nienia:

dp@}V)z[é%)vdT+[§%)TdV.

Dla procesu izobarycznego dp = 0 i réwnanie przyjmuje forme:
@@
o1t/ \ov/ ov/).

ap

Podstawienie tego wyrazenia do otrzymanego na wielko$¢ (—j prowadzi do réwnosci:
S

(2) -42).

S=const



Poniewaz, y jest wigksze od jednos$ci a potencjat termodynamiczny spetnia kryterium

: . [ OP .. .
stabilnosci: (—kj > 0, to spetniona jest nierdéwnos¢:

ox,
(%)),

1.46. Pokazad, ze dla ukladu, ktorego energia wewnetrzna nie zalezy od objetosci

S

V, sluszne jest twierdzenie: pojemnos¢ cieplna w stalej objetosci Cy zalezy tylko od

temperatury.

Rozwiazanie
Korzystajac z r6zniczki zupelnej energii wewngtrznej uktadu mamy:

ou
=|—| dT=gT)dT.
o= () oo

Podstawiajac ten zwiazek do uogdlnionej pierwszej zasady termodynamiki, znajdujemy
roéwnanie rozniczkowe wiazace entropig i funkcje g(T):

TdS=g(T)dT+pdV = T(ﬁ) =g(T).
T/,

Lewa strona tego rOwnania zawiera okreslenie Cy, zatem:
oS

C, = T(—j =g(T), cbdw.

voo\ar/, {(T)
1.47. Znalez¢ zmiang entropii ukladu dla przypadku rozszerzalnos$ci tego ukladu
przy stalym ci$nieniu.

Rozwiazanie
Wiemy juz, ze entropia jako funkcja stanu uktadu, moze by¢ okreslona na dwa

sposoby: raz jako funkcja parametréw T 1 V oraz parametréow T i p:

{s =S(T, V),

S=S(T,p).

Stad rozniczki zupelne tych funkcji sa rowne:

ds:(éﬁde+[9§jdv,
oT ), oV ),

ds = {ﬁj dT + (@J dp.
oT ), op ),

Z drugiego réwnania widac, ze dla procesu izobarycznego dp = 0, rézniczka entropii

dana jest przez:
(a5), =( &) ar
P \oT

p

Poniewaz dla procesu rozszerzalno$ci termicznej przy statym ci$nieniu, objgtos¢ zalezy tylko
od temperatury, to z odwrotnej zaleznosci T = T(V) wynika zwiazek:

() v
ov

p



Roézniczka zupelna entropii przy stalym cisnieniu moze wige by¢ przeksztatcona jak

nastepuje:
(09), =(Z) (&) av=[Z] av.
P \dl/ \oV/, ov/,

Dalej to ostatnie wyrazenie przeksztalca si¢ przez proste rozszerzenie pochodnej do postaci:

(3] oS [B ~1 A
Plav), or) \av ), or), T oV ),

Wykorzystujac dalej definicje pojemnosci cieplnej ostatni rezultat daje si¢ zmodyfikowaé
nastepujaco:

C C C
(ds), = S oy oS gy

p
T T e
aT ), VdT ),
Teraz ewidentnie widaé, ze zmiana entropii dla przypadku rozszerzalnosci termicznej
W procesie izobarycznym jest wprost proporcjonalna do wzglednej zmiany objgtosci:
C
g5, - Co 0V,
a-T V
1.48. Znalez¢ zalezno$¢ zmiany temperatury w funkcji zmiany ciSnienia dla ukladu

adiabatycznego (zjawisko termosprezystosci).
Rozwiazanie

Dla uktadu adiabatycznego, startujac ze zwiazku Maxwella, wyrazajacego pochodne
czastkowe potencjatéw dla dwoch stopni swobody, przez pochodne odpowiednich zmiennych

niezaleznych:
343
op/, \osS) )

mozemy prawa strong tego zwiazku wyrazi¢ przez pojemnos¢ cieplna ukladu:
oS
Cp B T ' [_j
ar ),
1 wspotczynnik rozszerzalno$ci termicznej:

1 (avj
a=—-—1 ,
v \or/,

S
3 (3
RO

W nawiasach prostokatnych w ostatnich wyrazeniach stoja przytoczone wyzej definicje. w ten
sposoOb zalezno$¢ zmiany temperatury w funkcji zmiany ci$nienia jest opisana rGwnaniem:

jak nastgpuje:




(6_TJ v
p ) G,

1.49. Wykazaé, ze jezeli rownanie stanu dla ukladu ma postaé¢ p=p(T, V) to

op

KO
prawdziwy jest zwigzek: p = ——, gdzie:k = _V(_V) oznacza modul sprezystosci

p T
p

1
objetosciowej w stalej temperaturze, 3 = (—) -— cieplny wspélczynnik ci$nienia
\Y

1
przy stalej objetosci, o ZV(Z_}ZJ wspolczynnik rozszerzalnosci objetosciowej

przy stalym ci$nieniu.

Rozwiazanie
Dane jest rownanie stanu p = p(T, V) na mocy, ktérego rdzniczka zupetna cisnienia

przyjmuje postac:
dp = (@j dT + (@j v
ar/y, ov/

Prawa strong tego rownania przeksztatcimy jak nastepuje

dpz[@j .B.dn[@j Vv
ar)y p ov ),V

() Topor-[-v{2) [ L
p\aT )y ov); \V
Nawiasami prostokatnymi wyr6zniono podane wyzej definicje odpowiednich wielkosci.
Uwzgledniajac te definicje, otrzymany rezultat na tym etapie przyjmuje forme:
K
dp=p-pdT-—dV.
p=P-pdlT-3;

Dalej dla procesu izobarycznego dp = 0 1 ostatnie rownanie pozwala wyrazi¢ ci$nienie przez
wspotczynnik rozszerzalnosci termicznej wedtug algorytmu:

K(@V) K 1(8\/} K
0=B-p——| = = p=—"—|—=| == Q.
V\oT , B V\oT . B

W ten sposob konczy si¢ procedura dowodu stusznosci zwiazku taczacego ze soba
zdefiniowane wyzej wielko$ci wspotczynnikéw fenomenologicznych charakteryzujacych
uktad termodynamiczny:

p="-a
p

1.50. Dla pewnego gazu eksperymentalnie ustalono, ze iloczyn ci$nienia i objetosci
wlasciwej, zalezy tylko od temperatury. Ustalono rowniez, zZe energia wewnetrzna
jest rowniez tylko funkcja temperatury. Co mozna powiedzie¢ o rownaniu stanu

dla tego gazu z punktu widzenia termodynamiki.

Rozwiazanie



Z tresci zadania stuszne sa relacje wyjsciowe:

{pV =1(T)

U=U(T)

Zapisujac rownanie na rozniczke zupeing funkceji stanu jaka jest entropia, mozemy
wyznaczy¢ pochodna energii wewngtrznej w statej temperaturze wedtug standardowego
schematu:

ggodU+pdv o dU_dS (an _T(ap)

T v v ov. ar), P

ov/),. \ar/,

Pomnozenie tego ostatniego rdGwnania stronami przez objgtos¢ V, prowadzi do rdOwnania:

&) (3

ale ci$nienie na mocy postaci rownania stanu danego w tresci zadania spelnia nastgpujaca

relacje:
(@g {ﬁg 1_14d
or), \oT/,V VdT
Dlatego tez poprzednie rOwnanie przyjmuje postac:

V() rd gy
ov). dT

) ou : . L
Biorac pod uwagg fakt, ze U = U(T) to (6_V) =0 1 powyzsze rownanie redukuje si¢ do
T
réwnania o rozdzielonych zmiennych::

0-1L_r.
dT

Catkujac to rownanie otrzymujemy zaleznos¢ f = f(T):
f(T) =const- T

gdzie const jest stalg caltkowania. Podstawiajac posta¢ funkcji f do zwiazku na iloczyn p-V
otrzymujemy rownanie stanu tego uktadu:
pV =const-T.

Widzimy, Ze jest to rownanie stanu gazu doskonalego.
51. Znalez¢ entalpig H = H(S, p) uktadu, dla ktérego termodynamiczny potencjat jest dany
réwnaniem:
G=G,+AT+Bp+1CT? +DTp+1Ep’,
gdzie A, B, C, D, E sa statymi, a Gy jest potencjatem uktadu w stanie rOwnowagi.

Poniewaz z definicji potencjal Gibsa spetnia relacje:
dG =-SdT + Vdp,

to entropia moze by¢ okreslona przez potencjat Gibsa tego uktadu za pomoca rownania:
or/

G=U-TS+pV=H-TS,

Z drugiej strony:

stad:
H=G+TS



Podstawiajac za S do tego rownania pochodna przytoczona wyzej mamy rOwnanie

Helmbholtza:

-2

oT .
Z tresci zadania:
[8_G) =A+1C-2T+Dp,
oT .
zatem
H=G,+AT+Bp++CT’ +DTp++Ep’ —AT-CT? - DpT
=G, +Bp-1CT? +1Ep’.
Poniewaz;
A+CT+Dp=-8, to T:_W'

Mamy zatem wyrazenie na entalpi¢ jako funkcjg entropii S i ci$nienia p dang przez rOwnanie:

S+A +Dp)’
H=G0+Bp+%Ep2 —l-u

, cbdo.
2 C
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